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Tema 7: Estatica del sdlido rigido
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Introduccion

s Un solido tiene mas grados de libertad que una particula

s Puede trasladarse

s Puede rotar

s Puede deformarse

s El movimiento de un sdlido esta determinado por la magnitud de las
fuerzas que actuan sobre él y donde se aplican

F

Vuelca F Desliza
>

|
\

s Un solido sometido a la accion de fuerzas esta en equilibrio cuando no
se traslada, ni rota, ni se deforma
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Solido rigido
s Un sdlido rigido es un solido no deformable

s | a distancia entre cualquier par de puntos no cambia
cuando el sélido se mueve en el espacio

QP®)° =|7p(t) —Tq(t)|" = (Cpq)”  (cte)

X Y

s |as distancias relativas se mantienen bajo la accion de cualquier fuerza
s Es una idealizacion

s Su posicion y orientacion queda definida dados 3 de sus puntos no alineados

Pl(xlaylazl)v P2($27y27z2)7 P3($3,y3,23) mmp O parametros

Py
— — —
|PoPi| =Cp,p,, |PsPi|=Cp,p, |P3P;|=Cp,p, = 3condiciones de rigidez

El solido rigido tiene 6 grados de libertad
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Condicion estatica de rigidez

Si en dos puntos cualesquiera de un solido rigido en equilibrio mecanico se
aplican sendas fuerzas de médulos iguales e idéntica recta soporte, pero de
sentidos opuestos, el equilibrio del sélido no se ve alterado

Equilibrio No equilibrio

s Sij el solido es deformable no hay equilibrio en ningun caso
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Teorema de transmisibilidad

Las fuerzas aplicadas a un solido rigido se comportan como
vectores deslizantes

s Esvalido en Estatica y en Dinamica

s Esvalido para fuerzas activas y de reaccion vincular

s El conjunto de fuerzas aplicadas a un soélido rigido se pueden tratar
como un sistema de vectores deslizantes
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Vectores deslizantes

A
s Lafuerza F equilibra la barra al ser aplicada en cualquier punto de la i
F
recta A B
G '
A A B,
Vector deslizante N ‘
A = :
vy P
s |a misma fuerza aplicada en otro punto no equilibra la barra A
. - T f
Son vectores deslizantes distintos =
G
A .
s Producen efectos mecanicos diferentes ~ F
N7 VB

s En un vector deslizante hay que especificar la recta soporte (a; A)

s El| vector a considerado como vector libre se llama cursor del vector deslizante
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Vectores deslizantes: momento de un vector deslizante

a | arecta soporte puede especificarse usando el momento del vector
respecto a un punto

AMO
— ? = = ,\A
Mo =0P; X a 0O }Y’

s El momento es el mismo para todos los puntos P, de la recta

AMO
— P
aﬁgx&’ = (OP1+P1P2)><EL’ v
= OPixa+ PP, xa O }{
= OP1><EL' ﬂ 1

— MO .’ P2

A

ST

s Es perpendicular al plano que contiene a la recta y pasa por el punto O

s Permite identificar la recta soporte (a@; A) = (a; Pa) = (a; MO)

- 1
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Sistema de vectores deslizantes (s.v.d)

s Es un conjunto de vectores deslizantes

S = {(F M)}y B

=4

s Resultante

n
— E F; Es un vector libre

s Momento resultante en un punto

MO(S) = Z]\ZO(F;; Aj) = ZO?Z x F; Es un vector ligado al punto O

1=1
s Relacion entre el momento resultante en dos puntos O, Q o Y
MQ(S) = MO(S) + QO x B = MO(S) + & x 00 %\\/\P
Q .
: QP;
MRS) = @XF Z(QO+OP> Q

— Q?XFJFZO? « F; = QO x (iﬁi)+M0—@xﬁ+MO

1=1

: 11
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Reduccion de un sistema de vectores deslizantes

. . A
s La reduccion en un punto O es el momento . Ap P T2
: . . A
resultante en Oy la resultante aplicada en O \\Fn L B !
- P X
— — P \ 1 —
So¢ = {R(S), M°(9)} BN e

O es el centro de reduccidn

=4
@)

s Dos sistemas con la misma reduccion en un punto son equivalentes
s Sila reduccion es la misma en un punto, es la misma en todos

s Cualquier s.v.d. puede sustituirse por un vector y un par

w_ I3
/ — v\ il <
Y '_, - O -
P F S—o)
i = —

s Aplic: Cualquier conjunto de fuerzas actuando sobre un solido rigido

puede reducirse a una fuerza y un par dinamicamente equivalentes

: 12
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Equivalencia de s.v.d.

—0L/2 — A
AY A i
o 1 a2 . o P
> — \@ i : )
X P, i
o p’V D P’V

s El sistema de dos fuerzas de la izquierda equilibra la barra apoyada en O
s ;Cuanto debe valer x y b para que la fuerza de la derecha tenga el mismo efecto
gue el sistema de la izquierda?

2 13
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Equivalencia de s.v.d.

s Reduccion en O del sistema de dos fuerzas ii=a7 o =aj
—0L/2 — 7 ﬁz&l—l—&z EZQGj
Y . La -
A T(’—il (/_1:2 MOlegf;lXC_L’l:?k . SLCL—»
Mo ==k
> @ i , . . 2
X 0 Ay P : I:)2 MOQZO?2X&)2:LGJ]€

s Lareduccion en O de los dos sistemas ha de ser la misma

- - - 3La -
P Mo(b) = Mo = k 3L
Y Lo . R
A O A Mo(b):ﬁxb:aﬁak
)
X

- 14
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Sistemas de vectores deslizantes: ejemplos

s Par de vectores .
s 2 vectores con rectas soportes paralelas, igual modulo y * \ —r
sentido contrario ‘\F\/‘\
s Propiedades  d

a2 Resultante nula E — 6

— —
s El momento es el mismo respecto a cualquier punto MY = M@ VP, Q)
p %O —
s Médulo del momento (d es el brazo) (MY | = |F|d
4 Es perpendicular al plano que contiene a las dos rectas

s Un par de fuerzas tiende a producir una rotacion
4 Volante de un coche, tapdn de rosca

s Todos los pares con el mismo momento son equivalentes

4 Producen el mismo efecto mecanico

%
s Se pueden representar con el momento del par M ©

~ 1
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Sistemas de vectores deslizantes: ejemplos

s Par de vectores: aplicaciones

s Volante de un coche

il
a1l

|Mq| = 2FR

s Destornillador
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Sistemas de vectores deslizantes: ejemplos

s \ectores concurrentes 7
1 U4

\‘ I_)
s |asrectas soportes se cortan en un punto O \ / Fo
N

s El momento resultante respecto a A es nulo

A )
.

R : I'_ — =
A= NS AN
s E|l momento resultante en un punto O es el momento de la resultante situada en A
]\70 _ @ < R Teorema de Varignon
s Vectores paralelos N
)} ‘\ »\/a)
s Todas las rectas soporte son paralelas ?Z = Fu \ 7 s \‘
s El momento en O es perpendicular a u \ ‘\ \ﬁn
. n . *
s Centro del sistema > FZO?Z s ﬁ\ Y
0C = =L NN
Z Fz ‘\
i=1

s E|l momento resultante en O es el momento de la resultante situada en C

: 17
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Traslado de una fuerza

s Una fuerza aplicada en un punto se puede trasladar a otro punto

anadiendo un par de fuerzas

™ >
- — = = -

©

1]

o, B
R —- = -

o

1]

>

=

o

gl

. — —
s El momento del par es el de la fuerza original respectoaB: MP = BA x F

s Son equivalentes en el sentido de que producen el mismo efecto mecanico
sobre un solido rigido
s No son equivalentes en |lo que respecta a las tensiones y deformaciones

internas del sélido
s Relevante para determinar si el sélido se rompe

- 18
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Campo de momentos

s Al cambiar el punto de reduccion de un s.v.d., cambia
el momento en el punto

s Esto define un campo de momentos

s LL.os momentos en dos puntos estan relacionados a través de la ecuacion del

campo de momentos
MB = Mas+ R X 1@

s Hay dos invariantes importantes (cosas que valen lo mismo en cualquier punto de
reduccion)

s |nvariante vectorial: R

. - — A )
s |nvariante escalar: A, - R v /
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Clasificacion de s.v.d.

s |Los s.v.d. se pueden clasificar en términos de la nulidad o no de los
dos invariantes
s Tipo | R=0, My=0

s Se llama sistema nulo A
s Tipoll R=0, Msg#0 MA\

4+ Se puede representar por un par de fuerzas A
s Tipolll  R+#0, Ms-B=0 N A

s Existe un punto en el cual la reduccidn consta de un soélo vector Ma \/v

suelto A
s Ej: Vectores concurrentes en el punto de concurrencia
A

. —> —_ — —> MA >

« TipolV. R+40, Ma-B+0 R

s En cualquier punto la reduccién consta de un vector sueltoyunpar A

\ 20
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Aplicaciones de vectores deslizantes

a ;Por qué se aplica el peso de un cuerpo en su centro de masas?

CM
MK
v

s Fuerza de reaccion sobre un blogue en reposo sobre un plano
M M

M

‘ﬁ Amg
Y

|« |||«
| €|+ |||«
|« |||«
|« |||«
| €|+ |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
|« |||«
||| |«
| €|+ |||«

‘ i
Y

0 A o A

2L

s ;Y si aplicamos una fuerza horizontal ?

g __5 M

- A.”THHHH

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur

]
2

21



Vectores ligados

s El vector esta ligado a un punto

s Ejemplo: a cada punto del espacio se le asigna un vector de

posicion e
s El resultado de realizar el desplazamiento indicado por el v
vector depende del punto de partida . / r(P)
s Ejemplo: momento de un vector deslizante

<V

respecto a un punto /O
X

s Si cambia el punto, cambia la recta soporte del
vector deslizante

s Ejemplo: momento cinético de una particula respecto de un punto

s Ejemplo: momento de una fuerza respecto de un punto

~ 22
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Condiciones de equilibrio del sdlido rigido

Un sdlido rigido esta en equilibrio mecanico si y soélo si el sistema de
fuerzas externas (vectores deslizantes) tiene resultante nula y momento
nulo respecto a un punto

s Cuando R es nula, si el momento respecto un punto es nulo, lo es para todos los puntos

s Se dice que el sistema de vectores deslizantes es nulo

s Distinguimos el sdlido libre y el vinculado

Tipo de | NUumero de Fuerzas Condici g libri
sélido | grados de libertad externas onaiciones ae equiliorio
( 5 n .
: e 35 R =
ibre =6 {(ﬁz’ ; pi)} !, o
i=1 MO:ZOT%@'X ;=0
\ 1=1
vinculado r<6 i=1 k=l "
{((f)k;Qk)} MOJFFO:Z@ZX Z+ZO®;C><<I>;€:O
k=1 i=1 k=1
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Condiciones de equilibrio del sdlido rigido

s Lareduccion de las fuerzas internas del sélido rigido es nula en cualquier
punto (3% Ley de Newton)

s Lareduccion de las fuerzas externas activas es la reduccion mecanica

Sy = {R; MO} =
MO:ZO?Z'XF’Z
1=1

s Lareduccion de las fuerzas de reaccioén vincular es la reduccion vincular

5oy
Spv. = {®;T9} =
[0~ 300, 6,
j=1
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Desvinculacion de solidos

s Consiste en sustituir los vinculos por fuerzas y momentos de reaccion
vincular que hacen que el vinculo se mantenga

s Siempre se puede construir una reduccion vincular en cualquier punto

Spv. = {0519}
s @ es la fuerza resultante de reaccion vincular
s I'C es el momento resultante de las fuerzas de reaccién vincular en el punto O
s En general la reduccion vincular tiene 6 componentes independientes
s Procedimiento general para construir la reduccion vincular

s Para prohibir u ofrecer resistencia a la traslacion de un sélido en una direccion se
introduce una f.r.v. en dicha direccion

s Para prohibir u ofrecer resistencia a la rotacion de un sélido alrededor de un eje se
introduce un momento de fuerza (de reaccién vincular) en la direccion de dicho eje

: 27
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Desvinculacion de soélidos: contacto puntual y liso

s Dos sélidos en contacto en un punto y sin rozamiento

s Se permite la rotacion paralela a
(rodadura), la rotacion perpendicular a T
(pivotamiento) y la traslacion paralela a

1t (deslizamiento)

s Se prohibe la traslacion perpendicular a

s Reduccidn vincular

Sr.v. = {581 — Nﬁvfgl — 6}

~ 2
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Pares de enlace

a Es un par de sélidos vinculados

a  S6lo algunos movimientos y rotaciones relativas estan permitidas
s Reducciones vinculares de algunos pares de enlace bidimensionales
s Al ser sistemas planos, la reduccion tiene sélo 3 componentes independientes

S’r-v-(O) — {(I;gl = Do1,7+ (I)2ly3_§ fg)l — Fg)l ]2}

Apoyos puntuales Pasador fijo Pasador giratorio

740, 7@

PR
0

0
I'5

Deslizadera Articulacion Empotramiento

40 4O,
oY @
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Solido sometido a dos fuerzas

Dado un solido rigido sometido a un sistema de dos fuerzas externas
{(F* A,),(F® A,)}, es condicion necesaria de equilibrio mecanico

(aungue no suficiente) que las dos fuerzas tengan la misma magnitud
y recta soporte, y sentido opuesto

Equilibrio posible  pjext — Equilibrio imposible M $ £ §

s Para que haya equilibrio ademas la resultante debe ser cero

& Si un conjunto de fuerzas se aplican en el mismo punto, pueden sustituirse por su
resultante en ese mismo punto (Teorema de Varignon)

A

- 31
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Teorema de las tres fuerzas

Dado un solido rigido sometido a un sistema de tres fuerzas externas
{(FA A,)(F% Ap),(F% A.)} coplanarias y no paralelas, es condicion
necesaria (aunque no suficiente) de equilibrio mecanico que las tres
fuerzas sean concurrentes

Equilibrio posible
Demostracion

O=A4NAR

Equilibrio:>MO = (0= MC° :O?X FC¢ =0

Para que haya equilibrio debe cumplirse también
FALFP L FC =0

Valido para fuerzas activas y f.r.v.

- 32
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Principio de fragmentacion

Cuando se realiza una particion de un sistema de puntos materiales,
cada fragmento continua en idéntico estado de equilibrio 0 movimiento si
se sustituye el resto del sistema por las reacciones vinculares de
contacto que ejerce sobre dicho fragmento

Cadena de (D0, ; T} par ik}
solidos (B T Ypar ki

Principio de accidn y reaccion

—»O . —»O —»O/ L —>O/
Q. = —Py; (I)jk: = _(I)k:j
—»O . —»O —»O/ L —)O/
Ui = -1k ij — —ij

Un sélido rigido puede considerarse como una
cadena de fragmentos sélidos empotrados

empotramientos
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Solidos estaticamente indeterminados

A
X
F ACans s En un problema bidimensional s6lo obtenemos 3 ecuaciones
L~ O £0 10
l s Incégnitas: @, &, T (3)
k s Ecuaciones: &0 1 F — { (2) Sistema isostatico

OP x F+T° =0 (1)

s Si se afnade otra ligadura hay mas incognitas que
ecuaciones Q/\l

s Incognitas:  ®F, ¢, &« T

Sistema hiperestatico

« Ecuaciones: $0 L R + F = ()
O?XF)—I—Q?X(EQ—FfOIG)

e e
—oN
e’ e T

s Para resolver el problema hay que considerar la deformacion del solido

s | os vinculos hiperestaticos se usan para reforzar estructuras

. 36
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Solidos estaticamente indeterminados

s Puede ocurrir que las ligaduras no garanticen el 3@ F GO
equilibrio A / A
Q/\l ( I%O
. — m—
s | os apoyos son lisos P
s Incognitas 9, H° (2)

Sistema impropiamente ligado

—

= Ecuaciones: ¢O + @ + F = ( (2)

OPx F+00 x 82 =0 (1)

—;
—;

<I>
s QOcurre siempre que las reacciones en los apoyos sean | \, I I%
O

paralelas o concurrentes, aunque haya tantas ligaduras Q/\
COMO ecuaciones

) ﬁ \VP
s Es necesario en estructuras moviles T
s Vagones de ferrocarril o i/
s Deformacién térmica de puentes A& __, _, —@:H@F
O? x F'#0
I°—=0
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Rozamiento seco

s |Los contactos reales son siempre rugosos (con rozamiento) y superficiales
(existe un area de contacto)

s Hay que anadir una fuerza y un par de rozamiento en la reduccion vincular
—)O — —». —)O o —
(P51 =N+ f; 151 =T+p}

—

N Fuerza de reaccion normal (1 comp)

j?’ Fuerza de resistencia al deslizamiento (2 comp)

Paralela al plano tangente en el punto de contacto

7  Par de resistencia al pivotamiento (1 comp)

Perpendicular al plano tangente en el punto de contacto

o Par de resistencia a la rodadura (2 comp)

Paralelo al plano tangente en el punto de contacto

~ 39
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Vuelco inminente

. F
ET’ Vuelco inminente
A N

VP
s Las fuerzas de reaccion vincular se ajustan para impedir el vuelco

s El momento maximo de la reaccion vincular ocurre cuando la resultante de las fuerzas
normales esta en los puntos extremos de contacto

s En situacion de vuelco inminente la resultante de las f.r.v. esta en los puntos de contacto

s Condicion de equilibrio frente al vuelco

MO +T°=0 VO

L —s | Mol < T
) < |9 "

CL:IZ“

CLCB’
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Analisis del equilibrio

Analisis de fuerzas y momentos

A
Y . R
— = aP - = . -
_ _pz p—_2" R=Fi—-P)
| x _|A T) P P] OG x 5
G \/ h — = - - = = -
7 ]LNB N =N} OBx®=2dk d=—fr+ N
~ > 5 5 5
o _v X  F=F7 OAx F=—hFk M9 = —(Pa/2 + hF)k
P
f=—fr  00x[=0k [ =aNk
L f=F — N
R+ &= 0 [|F| < . P Condicion de no deslizamiento ]
N =P
MO +TO — G - = a 4 F_h Determina la recta soporte de la normal para que
+ — 9 P haya equilibrio
x>0 Nunca vuelca hacia la izquierda ] El equilibrio se pierde con la
. condicion que deja de cumplirse
p antes
7l < aP  Condicion de no vuelco
TS a 7| < 9} hacia la derecha
.
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;. Vuelca o desliza?

A
Y —a 4 —
F
L x_, 2 7 o (4)
G L—) h Deslizamiento v vuelco
. B
LSO |
o v X

Vueleo

_______________ (2)

Equihbrio

s Fuerza moderada y baja altura — equilibrio (1)
s Fuerza moderada y gran altura — vuelca (2)
s Fuerza intensa y baja altura — desliza (3)
a Fuerza intensa y gran altura — desliza y vuelca (4)
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Elasticidad

s Los sélidos reales cambian su forma al ser sometidos a fuerzas externas

s Un solido elastico recupera su forma original cuando la fuerza externa cesa
s | a mayoria de los materiales son elasticos hasta un cierto punto: el limite

elastico S
Deformacion = AL /L Esfuerzo tensil = |F'| /A

2 |e: irsgﬁjr;gia Punto de rotura
ALI
\ ______________ — #
B Limite elastico
=
)
R Limite lineal
)
)
k7
L]
Deformacion
g g esfuerzo tensil  |F|/A Mobdulo de
Traccion Compresion Y = __ ===

deformacién ~ AL/L Young
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Modulo de Young

Acero 200 520 520
Aluminio 70 90
Cobre 110 230
Hierro (forjado) 190 390
Hormigon 23 2 17
Hueso

Traccion 16 200

Compresion 9 270
Laton 90 370
Plomo 16 12

s Cuanto mayor sea el médulo de Young menos se deforma el material

s |aresistencia a la traccion es la tension a la que se rompe bajo traccion

s | aresistencia a la traccién y el médulo de Young son dos cosas distintas
a |aresistencia a la compresion es la tension a la que se rompe bajo compresion

s En muchos materiales el moédulo de Young para traccion y compresion es similar
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Cizalladura

s Una fuerza aplicada tangencialmente a la
superficie se llama de cizalladura

s Esfuerzo de cizalladura = ‘F S‘

A

s Deformacion de cizalladura = ATX — tan 6

s Modulo de cizalladura (o de torsidn)

M. — esfuerzo de cizalladura Fg|/A B Fg|/A
“  deformacién de cizalladura AX/L  tan#

s Es aproximadamente constante para tensiones pequenas

s Acero: 84 x 10° N/m?
s Cobre : 42 x 10° N/m?
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