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Introduccion

s Punto material: la particula es un punto sin dimensiones
a La posicion en cada instante viene dada por el vector de
posicion T=OP .
s El punto describe una curva en el espacio, la
trayectoria

s La velocidad V' da la tasa de variacion de la posicion

s La aceleracion 3 da la tasa de variacion de la velocidad

s El tiempo es el parametro en funcion del que se describe

el movimiento
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Ecuaciones de una curva

La posicion del punto se describe con un vector de
posicion referido al origen del triedro de referencia

7= F(\) = OB(\)

Ecuaciones parametricas de la curva C

([ x=2()\)
F=7)=0P ={ y=y(\
L 2= 2z(}N)

s El parametro A varia al recorrer la curva

#  Se puede reparametrizar las ecuaciones

A =A)
Ecuaciones implicitas de la curva C

. Fi(z,y,2z) =0
| Fe(z,y,2)=0
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Ecuaciones de una curva: ejemplo

A7
s x=0
Y z=0
C
// : Y
X

Ecuaciones parametricas

(2 =0
C=ifAN) =< y=2A
L z2=0

A € (—00,+0)
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Curva C : Eje OY

Ecuaciones implicitas

| x=0
C:{ z =10



Ecuaciones de una curva: ejemplo

Curva C : Circunferencia de radio R, en el
plano z=0 y centrada en el origen

Ecuaciones parametricas Ecuaciones implicitas
( =R cosd ) ) )
C=7(0)=< y= Rsenf Cz{x_i_y —R7=0
X z = O Z = O
6 € [0,2m)
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iferencial de una funcion

-

f(x)

[ Af=f+ A0 - f(2)
1 Az — 0
df = f(r+dz) — f(x) = %J dx
k xr
(4f = tanad
= tanadz q
fay=
df = f'(z)dx v
.

La derivada da la tasa de variacion de la funcion

El diferencial de una funcién es el cambio de la funcidn ante una variacién muy

pequena de la variable independiente

En Fisica, la derivada se puede tratar como el cociente de dos diferenciales
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Diferencial de una funcion

s Ejemplo
1
i) = 5o° A
2
df
s Diferencial de la funcion f(x)
df
df = f'(x)dz = (@) dr = xdx df >
dx dx X
s Un dx produce df distintos segun en que punto
de la curva nos encontremos
x =0 — df =0
r=0.1 — df=0.1dx (de =0.1 —df =0.01)
r=1 — df=1dx (dr =0.1 - df =0.1)
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Integral definida

Areaa b| ~ Zf x;)Ax;

Aaz%O
n — 00

n

Areala,b] = lim Zf(l’z)ACUZ:/f($Z)IE

Ax—0 ;—1

b

a

s En Fisica, una integral definida es una suma de cosas pequefas
s Se puede sumar cualquier objeto matematico: vectores, areas, volumenes,

productos escalares....
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Integral definida

s |Longitud de una circunferencia
7(0) = RcosOv+ Rsen 07

d7(0) = (3;) d0 = RdO (—sen 07+ cosf 7)

_>
s | alongitud es la suma de los modulos de todos los dr

27

27
:/|dF|(9):/Rd0:R/d9:27rR
0

0

s Area del circulo R
1 ) ] v J B ,
dA(0) = §|7“(9) x dr(0)] = 5 R cosb Rsenf 0 || = §R dé
—Rsenfdf R cosfdfd O
s El area del circulo es la suma de Ias areas de todos los triangulos
/dA / 7(6) x dr(# |—/ ~R?*d0 = 7 R?
R 11
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Movimiento unidimensional

Velocidad uniforme

v El cociente es siempre el mismo
iIndependientemente del intervalo
t de tiempo considerado

Ax = vgAt — x(t) = x(0) + vo t

R R T el

—
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Movimiento unidimensional

Velocidad no uniforme

s Velocidad media Vyn, = d
— T

! # Elintervalo de tiempo de muestreo es muy grande

s No da una descripcion precisa del movimiento

Ax dx

>
I s Velocidad instantanea v(t) = Al}ﬂ}o At — dt

@ Elintervalo de tiempo de muestreo es muy pequefo
# Proporciona una funcion v(t)

@ |adescripcion del movimiento es precisa

dz = v(t) dt — z(t) —I—/tv
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Movimiento unidimensional

Velocidad no uniforme

., , Av dv
a Aceleracion a= lim — = —
At—0 At dt

@ Elintervalo de tiempo de muestreo es muy pequefio

@ Proporciona una funcion a(t)

@ |a descripcion del movimiento es precisa
t

dv = a(t)dt — v(t) = v(0) + /a(t) dt

0
# |a aceleracion es la derivada segunda de la posicion
s i - 2
oa(t) ; 5 a(t):dv:d dx :d_x
= o dt — dt \ dt dt?
b
: v T
e t a(t) =0 =2

L)
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Movimiento tridimensional

4

d

4

4

La curva C es la trayectoria de la particula: el

conjunto de puntos que recorre durante su

movimiento
F=(t) = OP(t) = [x(t), y(t), 2(t)]

— .
r (t) es la ley horaria

Las ecuaciones de las componentes en funcion del

tiempo son las ecuaciones horarias

x = x(t)
mt) =9 v=y)
z = 2(t)

La misma trayectoria puede describirse de diferentes modos, es decir, con diferente

velocidad y aceleracion
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Movimiento tridimensional

s |ntervalo temporal de muestreo grande
s |A7] # As

# No da una descripcidn precisa del movimiento

a |ntervalo temporal de muestreo pequero
8 |dr] ~ ds
@ La descripcion del movimiento es precisa

@ Encadainstante, dr es tangente a la trayectoria
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Velocidad

s \elocidad media

[ inlt) = 1 }

# No da una descripcidn precisa del movimiento

s \elocidad instantanea

) — i AT _ 4T
YWE oA T ar T

@ La descripcion del movimiento es precisa

#a El dtes fisico, no matematico

s Unidadesen Sl [U] =m/s
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Velocidad instantanea

s En cada instante es tangente a la trayectoria

a El desplazamiento en un instante dt y en un intervalo At son
t
dr =v(t)dt — (t) =7(0) + /U(t) dt

0
s Puede expresasrse como tres ecuaciones vectoriales, una para

cada componente

( i—f — () = x(b) :x(O)er;vm(t) dt

dr =9(t)dt = | % =uv,(t) — y(t)=y(0)+ jvy(t) dt
dz L

e v,(t) —  z(t) = 2(0) + Ofvz(t) dt

* S
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Velocidad instantanea

s La distancia recorrida en un instante dt y en un intervalo At son

ds = |d7] = |#(t)| dt

As = s(t) — s(0) _/t|dﬂ —/t|17(t)dt

s El modulo de la velocidad es la celeridad o rapidez

7] = ds/dt

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2014/15
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Aceleracion

s Durante el movimiento, la velocidad puede cambiar su

modulo y su direccion
s | g variacion del moédulo esta relacionada con la celeridad
s El| cambio en la direccidon esta relacionado con como se

curva la trayectoria

s La aceleracion es la tasa de variacion de la velocidad

Ay dv .
l t) = 1 — = — =7
[a( ) im » v]

At—0 At

a  Apunta hacia la parte concava de la trayectoria

s Unidades en S

@] = m/s”

L)
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Aceleracion

s Dada la aceleracion, podemos calcular la velocidad en

cada instante

s Puede expresasrse como tres ecuaciones vectoriales, una para

cada componente
( doy, ¢

el a;(t) — v(t) =v,(0) + LOfa,x(t) dt
w=atdt — 3 ) 5,0 =00+ a0
dvs _ o D) = 0.(0) + [ a.(t)dt

W =a,(t) — UZ()—Uz()‘I’gCLZ()
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Triedro intrinseco (de Frenet)

s Vector unitario tangente a la trayectoria

Vector tangente

a  Descomponemos la aceleracién en una componente
tangente a la velocidad y otra perpendicular

El triedro es intrinseco a la

a  Completamos el triedro curva. No depende de como

se recorra ni del sistema de
ejes y coordenadas que se

[E — f % N Vector binormal] utilice

R
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elocidad y aceleracion en el triedro intrinseco
s Velocidad
v=0vT
s Aceleracion
a = ar T + an N
s Tangencial

- 0]

a Curvatura

RK,:_ R = —
an R/@

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2014/15
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Ld (7PN _ [9ldlg _ dig]
2 ) |g] dt  dt

a4 Centro de curvatura
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Velocidad y aceleracion en el triedro intrinseco

s Expresiones

L dr =

= — =o)L
U= =v(t)

d|v] = |f[f\2 R S R
— T+ —N =apT N
1 + R arld +an

a

s Significado de las componentes de la aceleracion

a, a,
Informacioén Variacién del médulo de v Variacion de la direccion de v
sigho Positivo (acelerado) o negativo (retardado) Siempre positivo
Nulidad permanente Movimiento uniforme (|v | constante) Movimiento rectilineo

LA N
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Determinacion de los elementos de la trayectoria

s Velocidad

’UTIQ_)"?

s Aceleracion

. _v-d \de’\
T — 5 anN —
] g
s Curvatura
19 3 1
g o2 _ 1o 1
ay |V X d| R,

s Triedro intrinseco

i N —

|V an

Ei—aTT
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Movimientos elementales: rectilineo

s La trayectoria es una linea recta
T = cte k=20 R, = o0
s Aceleracion

a = an

s \elocidad

—

dv=dadt — 9(t) = (U(O) + /: ar(t) dt) T

s Posicion
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Movimiento rectilineo uniforme y uniformemente acelerado

s Movimiento rectilineo uniforme (m.r.u.)

s Aceleracion g =0
s Velocidad 7 = 7(0) = cte

s Posicion  s(t)T = (s(0) +vt) T

s Movimiento rectilineo uniformemente acelerado
(m.r.u.a.)

s Aceleracion g = cte

~

s Velocidad o = (v(0) + at)

s Posicion 7= (8(0) + v(0)t + —atQ) T
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Movimiento circular

s | a trayectoria es una circunferencia R,
s Velocidad angular g —
s Aceleracién angular § = & = a

s Posicidon

= |R cos6(t), Rsen0(t)]
s Velocidad

7(t) = RO [—sen(t), cos 0(t))]

s Aceleracion

L T . N
(t) = ¥ = RO [—send(t),cos O(t)] + RO* [~ cosO(t), —sen O(t)]

s Relacion entre magnitudes lineales y circulares

—

a

7

T = [—sen6(t), cos O(t), 0] \
s=R6 ‘ v = RO ‘ ar = a - T = R0 ‘ aN = a - N = R§? N = [~ cosf(t), —sen d(t), 0]

—

B =10,0,1]

\

L)
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Movimiento circular uniforme

s | a aceleracion angular es cero a=w=0
s Velocidad angular § = w = cte

s Angulobarrido 9 = 60(0) +wt

s Variables cinematicas

s(t) = RO(t) = R(O(0) + wt)

U] = Rw = cte

@] =an = Rw? = cte
s El movimiento es periddico

— 1 = —
(1) =60)+wT w
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Movimiento circular: descripcion vectorial

. .
s Se define el vector velocidad angular w

s Médulo & =|w|=|0]
s Recta soporte: eje de giro
s Sentido: regla del tornillo

. s —>
s Se define el vector aceleracion angular o

d

d

dw
dt

a =

Velocidad y aceleracion

T =Q
- — :
Los vectores w Yy o. son vectores deslizantes

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2014/15
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Parametrizacion de un curva

s Una misma trayectoria puede ser recorrida con diferentes velocidades

s La geometria de la trayectoria es independiente de como se recorra

s Una curva se puede parametrizar de muchas maneras

s Eltriedro intrinseco en cada punto es independiente del parametro que se

utilice

* S
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Triedro intrinseco (de Frenet)

s Curva parametrizada en funcion de un parametro A
= T(\)

s Vector unitario tangente a la curva en cada punto

d7/d\

T = Vector t l
|d77/d)\| eclor tangente

N
s El vector normal indica la variacion de la direccion de T

]\7 = j;/ji Vector normal
dT/dA El triedro es intrinseco a la
. curva. No depende de como
s Completamos el triedro se recorra ni del sistema de
ejes y coordenadas que se
[ B=TxN Vector binormal] utilice

R
Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada ITIT, ETSI, Universidad de Sevilla, 2014/15 @ u#é 35



Parametrizacion de una circunferencia

s Parametrizacion con el angulo Y g
x(0) = Rcosf I
7 =70) = y(0) = Rsenf é
2(0) =0 .
T N
0 c [0, 27T> \9
: L >
s Triedro intrinseco X
R
s \ector tangente
- d7/dé
T = = [—send, cosf
BEIRT [—sen @, cosd, 0]
s Vector normal
. dT/de . o )
N = a7 /0] = [— cosf, —sen 6, 0] Indica la direccion en la que varia el vector tangente

s \ector binormal

B=TxN
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Parametrizacion de una circunferencia

s Parametrizacion con el tiempo

0 = wt
z(t) = Rcos(wt)
F=17(t) =< y(t) = Rsen (wt) t € 10,27 /w]
2(t) =0

s Triedro intrinseco

s \ector tangente

d7/dt

T =
|d7/dt|

= [—sen (wt), cos(wt), 0]

s \ector normal

. dT/dt En cada punto de la curva los vectores del tridero
N =— = [— cos(wt), —sen (wt), 0] son los mismos independientemente del parametro
AT/ dt| que se utilice

s \ector binormal

B=TxN
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Triedro intrinseco o de Frenet: siginificado

/ Linea recta \

~y

Vector tangente uniforme

/ Linea plana

—
L]
1z

~

TT

N &N

~y

Contenida en un plano
Vector tangente variable

_>
Vector normal N apunta en
la direccidn en que se tuerce

\- /

\Iacurva /

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2014/15

No contenida en un plano

_>
Vector binormal B =

\_

— —
x N

/
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Parametro arco ( o natural)

s El parametro arco es la distancia recorrida sobre la curva Y A
z(s) = R cos(s/R) s=s(0)=R0O
F=17(s) =< y(s) = Rsen(s/R)
2(s) =0
s € 10,27 R)

s |La curvatura en cada punto es el mddulo de la derivada del
vector tangente cuando esta expresado en el parametro .
arco R

dT
ds

k(s) =

a Sl se usa otro parametro hay que utilizar la regla de la
cadena

d_/\
ds

dT

A=\ - | —
(s) =k ™
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