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Cantidad de movimiento de un sistema de particulas

s |La cantidad de movimiento del sistema es la suma de la cantidad de movimiento
de cada una de las particulas que lo componen

s Para un sistema continuo

6:/dﬁ:/ﬁdm

s Un sdlido rigido es un sistema continuo

s En funcién de la velocidad del centro de masas

C = M7Toy
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Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

r ] 7
El centro de masas de un sistema de particulas se mueve como una
particula con toda la masa del sistema, sometida a la accion de la
fuerza externa neta que actua sobre el sistema
C Fe:ct

neta

1

a | as fuerzas externas son las que provienen del exterior del sistema

a |Las fuerzas internas son las que se ejercen entre partes del sistema
#  Se anulan por pares gracias a la Tercera Ley de Newton

s También recibe el nombre de Teorema del Centro de Masas
s Sjla masa del sistema no cambia

C Mvg—MaG Fext

neta

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 4



Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

a  Demostracion

n

é; _ Z d(mZ’UZ) o C_" — Z(Fviext n Fwiint)
. dt i=1
=1 n n
s Segunda Ley para cada particula _ Z F;ext 4+ Z ﬁiint
d(m;v;) _ fext 4 fint =1 =1

dt

s | as fuerzas internas se anulan por pares por la Tercera Ley de Newton

mq ma n mi mo ms
© STER = (B 4 F Fiog+ F Sy st F
M= (Fy 1+ F31) 4+ (F1u2 + F350) + (Fo 3+ F1_.3)
mo © =1 o 6
s Por tanto

neta

. mn
C — E F,L-eXt — Fext
1=1
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Teorema de Conservacion la Cantidad de Movimiento (T.C.C.M.)

s Sjla fuerza externa neta es nula, la cantidad de movimiento del centro de
masas se conserva

Fert — 0 — (=0 — C=CTE

s Hay que aplicarlo en un SRiI
s Ejemplo: deslizamiento sobre una superficie helada plana

s Conservacion parcial (T.C.C.M. parcial)

—

ext | @ — (C -1 =-cte

neta
s E| vector u tiene que ser fijo respecto al SRI
s Ejemplo: movimiento parabdlico en el campo gravitatorio terrestre
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Momento cinético de un sadlido rigido

s Reduccién cinematica en el punto A {¥5], &1}

s Distribucion de masas del solido {7 4,G, M) ;751 -
s Momento angular en el punto A A
X3
EA: IA'6321+M1@X?7§41
. ' &L O png A
s Si A es un punto fijo O del sélido v,7 =0 1 >
01 X,

— = =
Lo =10p W

Si A es el centro de masas G

[

— A =
LG:[G'W21

s Esto es cierto siempre aunque 75 # 0
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Momento cinético de un sdlido rigido

s Demostracion

EA:/ﬁx (dm 7%)) /dmﬁxvm

_p
Aﬁ:f’ U21—U21‘|'w21><7“

EA:/dexﬁflJr/dex(@le)

:(/dmf)X?7§41+/dm(T2@’21—77<770321)) ’ Ol
:M@Xﬁgﬁ—k [/dm(rQﬁ—FF)] - Wa1

:MﬁXUQL‘l—F?A'@Ql
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Campo de momentos cinéticos de un sadlido rigido

s El momento cinético cambia para puntos diferentes

EB:/ ﬁx (4,dm) = /dmﬁxvzl
M

dm (BA+1@ ) X Tay

dmﬂxﬁ£+/ dmﬁxﬁﬁ
M

x(/ dmvi)—l—/ dmﬁxﬁﬁ
M M

X6+EA

|

5|

[EB:EAH?X@]
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Sistema sometido a fuerzas externas

La=M eXt—|—C><01A

X3
C Cantidad de movimiento del CM
oA

Afext Momento neto de las fuerzas

A externas respectoa A )

01 X,
) A> Velocidad absoluta de A respecto al
punto fijo absoluto O, r X
a  Si A es el centro de masas G s Si A es un punto fijo absoluto O
l._jG — Mext l._jO — Mext

s Valido aunque 75 #0
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Demostracion

. P
La; = ﬁz X (m;Up;) = (01?“@' — 074) X (m;Up;) 1
s Derivando respecto al tiempo 0. P
iR — \ N .
LAz' = (?7132 — OlA) X (mzﬁpz) + (OPZ — OlA) X (mzﬁpz)

. . \ . N O
LAz' = miﬁpi X OlA + (OP@ — OlA) X (Fz-ext -+ F;nt) !

s Sumando para todas las particulas ( 0 elementos de volumen en un
solido rigido)
0
s, 2, — - .y
L= ZLAZ' = <Z miﬁpi> X O14 + Zﬁ@ x Fert 4 ZAI?"Z x FIm
— _.> —
=C x0{A+ Mth
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Demostracion de que el momento neto de las fuerzas internas es cero

ﬁint F1r21t _I_Flnt
Flnt Flnt _|_F1nt
Flnt Flnt _|_F1nt

—Hint ~int
F12 — 21
Fmt __ __ ppint

31
Flnt — _Flnt

int
Fint F31 Ps
13
Pl Flnt =it =int
1k 32
—int
F3

—~int —-
F21 Flnt
Py

Zzﬁz XF;-int :1@1 X (ﬁlint

:(El—ﬁg)x

= (P1P2) x Fi3' +

=0

st 4+ (APy — AP3) x )%t

mt _|_ ﬁ?) >< 1nt mt)
—I-(Eg—ﬁg) XF_)Qigt
[ﬁ ) Flnt

1nt _|_ jﬁ2 >< mt

ﬁ) 1nt
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Teorema de conservacion del momento cinético (T.C.M.C.)

s Conservacion total

s A es un punto fijo absoluto O s Aeselcentrode masas G
Mgt =0= Lo = cte &Y =0= Lg = cte

s Conservacion parcial: si el momento neto de las fuerzas externas no tiene
componente sobre una direccion fija, la componente del momento
cinético sobre esa componente se conserva

F || @ (fijo) = Lo - @ = cte
F* cortad (fijo) = Lo - @ = cte
s O debe ser un punto fijo absoluto

s También es valido para G si el momento esta expresado en una base fija
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Energia cinética de un solido rigido

s Reduccién cinematica en el punto A {¥5], &1}

s Distribucion de masas del sélido {7, G, M) ;751
s Energia cinética del sdlido rigido
| . . 1, <«
T = §M|’U§41|2 —I—M@ (’U?l X w21) + 50.)21 N A
Ad A
s SiAesunpuntofijoO @3 =0 X3
1 < 1 -
T = 56321 Lo -do = 5(«321'[/0
s SiAeselcentrode masa G >
01 X2
T = 2MIGSP + 2o - T - @
9 21 9 21 G 21 ’ X1

s Esto es cierto siempre aunque 75 # 0
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Trabajo de las fuerzas internas

s Para una particula (Teorema de la energia cinética T.E.C.)
dT' = dW

s Para un sistema de particulas

AWt = Y Fy; - diiy;

pares

s Para un solido rigido dr;; = 0

AW =0
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Trabajo y potencia aportados a un solido rigido por fuerzas externas

0

s Enunsodlidorigido dW = dW™' + dWext = quext
s Sobre el sélido acttia un conjunto de s fuerzas externas { Fg**}7_,
aplicadas en los puntos {Px}}_;

., . . . - A o
s Reduccién cinematica del movimiento del sélido en el punto A: {757, Wa1 }

s La potencia total suministrada por las fuerzas externas es
mn
F_v’ext _ Z Fw’lgxt
ext Z 1@ < F ext
k

k=1

P:Fext ?7é41_|_Mext.—>1

s SjAeselcentrode masas G
ext =G
d”tras — FeX " Uoq

ext —
dWrot — M - W21

dWeXt — thras _|_ dV[/vrot
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Trabajo y potencia aportados a un solido rigido por fuerzas externas

s Demostracion

s | a potencia suministrada por las fuerzas externas es
n n
— —»P — — —
P=73 FF -Gy =) FX (05 + o x APy)
k=1 k=1

n n
—NCES g 4> F Gy x AP,
k=1 k=1
n

= (Y Fet) o+ [ S AP x B )
k=1

k=1
Hext  —A Text -
=" Uy + My - o

#Pr  son las velocidades absolutas de los puntos del sélido donde se aplican
21 |as fuerzas externas
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Teorema de la energia en un solido rigido (T.E.C.)

s El trabajo de las fuerzas internas es nulo
dT = dW = dWw
T = Yot — p = Fext. A | pfext . gA
T(B) —T(A) = W™ (A, B)

s Descomposicion de la energia cinética respecto al CM
1

: _ pext =G
Ttras = QM‘021‘2 Ptras — Ttras = I " Uoq
1 >
. — — t _,
Trot = zWa1 - L g - Wa1 Poi =T = ]\4eX . o1
2

s Enun sdlido rigido, el T.E.C. se puede demostrar con T.C.M.y T.M.C.
s En un sistema deformable no
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Teorema de conservacion de la energia mecanica (T.C.E.M.)

s Fuerzas no trabajadoras: el punto de aplicacion es fijo o su velocidad es
perpendicular a la fuerza

s Fuerzas trabajadoras
= No conservativas
s Conservativas: se puede definir una energia potencial asociada

s Si sOlo las fuerzas conservativas hacen trabajo

E=T+YV dEl =0 L = cte
s Si hay fuerzas trabajadoras no conservativas
dE = dWxe AE = Wxe E = Pne
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Trabajo interno en un par de solidos en contacto

s Definiciones de trabajos
dW;; Trabajo que el solido i recibe del |
dW;; Trabajo que el sélido j recibe del i
AdWine (2, 7) = dW;; +dW; Trabajo total interno

s Definiciones de potencias

P;; Potencia que el sélido i recibe del |
Pj; Potencia que el sélido j recibe del |
P (i,5) = P + P Potencia total interna

s Hay que calcularlos en un MOVIMIENTO ABSOLUTO
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Trabajo interno en un par de solidos en contacto

s Caso LISO dWwlse(; j) =0 Plso(; 5y =0

int int
s Caso RUGOSO dW, *(i,j) <0 P 5(i,7) <0

s Reégimen dinamico: hay deslizamiento entre los solidos

dW: 2%(i,7) <0 P _%(i,7) <0

int int

s Reégimen estatico: no hay deslizamiento entre los solidos
s Reposo relativo
s Rodadura sin deslizamiento

dW.'%(i,7) =0 P_%(i,7) =0

int int
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Analisis de una rueda: papeles de la fuerza de rozamiento

s Cinematica | ‘ Y,
. - Yl A
wa1 = —0k Ug1 = 11
U5 = U5 4 @1 X G( %; (z — RO) 1 R
s Rueda deslizand 04 C D
ueda deslizando v #0 Xon Xy
—~di Adin| din __ pdin  =C
Frolzn || 1)21 |Frolz | — :LLdN Proz — Froz Vg1 < 0

s | afuerza de rozamiento es una fuerza activa no conservativa que hace trabajo

s Dos grados de libertad: { x,6 }

s Rueda sindeslizar ¥ =0 = & = R} = z — z(0) = R(6 — 6(0))

|Fest| < ,UeN Pest Fest ?721 — 0

roz roz roz
s | afuerza de rozamiento es una fuerza de reaccion vincular, que no hace trabajo y que

establece una ligadura entre xy 6 (1 grado de libertad)
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