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Introduccion

s Movimiento periodico: la posicion, velocidad y aceleracion del

cuerpo se repiten cada cierto intervalo de tiempo

s Ejemplos
s Barca en el mar
s Bandera al viento
@ Péndulo de un reloj
s Moléculas en un sélido

s \/oltaje e intensidad en circuitos de corriente alterna

s En general cualquier objeto desplazado ligeramente de una

posicion de equilibrio realiza un movimiento periodico

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @1@”



Movimiento armonico simple (MAS

s El tipo mas basico de movimiento periodico es el movimiento

armonico simple (MAS)

s Por qué interesa estudiar el MAS?
s Ejemplo sencillo de movimiento oscilatorio
s Aproximacion valida en muchos casos de movimiento oscilatorio
s Movimientos oscilatorios mas complejos pueden expresarse como la

combinacion de varios MAS

{m)
=4
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Dinamica del MAS

s Cuerpo unido a un muelle

F=—k(l—1y)7=—kzT

i

F s Constante del muelle k

Fmp NV /M s

I

o

8 Fuerza restauradora proporcional al

desplazamiento

s Segunda Ley de Newton en una dimension

. . k Ecuacion diferencial
F=ma=mx=—kx wp r———=x del MAS
m

Si la ecuacién de un movimiento tiene esa forma, es un MAS

6
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Representacion matematica del MAS

s Problema
-2 wz _ ﬁ
s Ecuacion diferencial r = —WwI —
s Condiciones iniciales z(t = 0) = zo t(t = 0) = vg

s Solucion general

x(t) = ay cos(wt) + as sen (wt)

s Forma 1
s Forma 2 [:U(t) = A cos(wt + gb)]
4 Relacion
x(t) = Acos(wt + ¢) = (Acos @) cos(wt) 4+ (—Asen @) sen (wt)
H_/ (. ~ J
aq a2
__ i (wt+¢) | _ i iwt) __ A iwt
e Forma 2b a:(t)—Re(Ae )-Re(Ae e )—Re(Ae )
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Representacion matematica del MAS

s Significado fisico de las constantes
x(t) = Acos(wt + @)

s A es la amplitud

VWA

/

# (o es la frecuencia angular

s ¢ es la constante de fase

s La constante de fase indica cuando “comienza” la funcion

1
1 1 p
senfa+m/4)
senlo) ' '

______________________________
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Periodo v frecuencia

a Periodo: es el tiempo necesario para completar una oscilacion

x(t)=x(t+T)=Acos(w(t+T)+ ¢) = Acos(wt + ¢ + wT)

W =21 =) [T:Q_W] [T]=s
W

s Frecuencia: numero de oscilaciones por
x(t) <

>
segundo T

W t

=5 O 4\\4 \/ \’

s Frecuencia — frecuencia angular
w=2nf
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Eiemplos: muelle vertical

------ : %h-:: s Muelle de longitud natural lo
lo [ — =
:; ________ % ; s Una masa colgando en equilibrio
; =
S S
= 2 mg—k(li —1)7=0 — =1l + 9
S 1 ; k
— ¢
v % . i a Se tira de la masa y se suelta
— k& . . .
YR Az % mg — k(I(t) — lo)]=ma :[5__£8 MASJ
m \ =) () = I, + s(¢) m
\J
mg s Problema de movimiento
k :
§=——s s(0) =a $(0) = vg
m

a Solu??tr; = A cos(wt + ¢) [w = \/%] T = 27‘(‘\/%

s |a frecuencia no depende de la amplitud ni de la velocidad inicial
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Aplicaciones del muelle

s El hecho de que la frecuencia no dependa de la amplitud ni la velocidad

inicial tiene aplicaciones interesantes

s Medida de masas a partir del periodo de oscilacion

El astronauta Alan L. Bean midiendo su masa en el
segundo viaje del Skylab (1973)

s En los instrumentos musicales la frecuencia del sonido no depende de la fuerza

con que se pulse la cuerda o se apriete la tecla de un piano

11
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s Cuerdaligera Mcyerda < mM

s Segunda Ley de Newton

m[iszf—l—ﬁ
a=—L&" @, + Lévilg

mg = mg cos & U, — mgsen ot

N=-Ni,
mg \
R R s Angulo pequefioc  sena ~ «
s Problema 3 g
{az - MAS } a(0) = ag &(0) = vo/L
a  Solucion
a(t) = Acos(wt + @) [wzw/g/L] T — 9r £ f:%‘/%
g

s | a frecuencia no depende de la amplitud ni de la masa ni de la velocidad inicial

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ

12



Aplicaciones del péndulo simple

s El hecho de que la frecuencia de oscilacion no dependa de la amplitud ni de

la masa tiene aplicaciones interesantes

s Técnica sencilla para calcular la aceleracion de la gravedad

s Medida del tiempo: péendulo de un reloj

13
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Condiciones iniciales

s Aplicacion de las condiciones iniciales
t=20 _ x =0

:

x(t) = Acos(wt + @)

\\\\\é\\\\\ AARAA 2(0) = Acos(¢) = Ag

v(0) = #(0) = —Awsen (¢) =0

Ag

AAAAAAAAANAANANA - 1

s Representacion grafica AX :

x(t) = Ag cos(wt)

_Aos

14
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Velocidad y aceleracion

s Posicion

A‘\x(t) /\ x(t) = Ag cos(wt)
W T ‘i s Amplitud maxima: Ag
2 2

s Velocidad v(t) = (t) = —wApsen (wt) = w Ag cos(wt + 7/2)

Am A
v(t)
/\ K s Velocidad maxima: wAg
/T 3T

2

2 s Desfase de /2 con la posicion

-AWw

s Aceleracion a(t) = v(t) = #(t) = —w?Ag cos(wt) = —w?Agsen (wt + 7/2)
Aw? A a(t) \ _ w2A0 COS((Ut + 7_‘_)
T T 3T « Aceleracion maxima: w? Ay
9 2
CAw? s Desfase de /2 con la velocidad

s Desfase de 1 con la posicion

15
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Velocidad y aceleracion

Aa;(t) t — O N :
: : | | - O
Iﬂ\\\\\\\\,\\\ ;
a = —w-A
A
I-\'\\,\,'\'\,\\'\\,\'\\,\'\ .
T/4 t
t =
' / VWWWAE v=—wA
VVWVWWAVVWWWW y
a=20
A
l\\\\\\\\\\\\\s. .
t="T/2 4
l\\\\\\\\\\\\\\\ v=20
s X a=w?A

16
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Velocidad y aceleracion

t=T/2

|\'\\'\\'\\ v

I:\\\\\\\x\\\m\ t .
t—3T/4 t
o / . . v=wA
AMAMAMAAAM X
a=0

A

VVVVVVAVAVVVVAVANN

t=1T
VVVVVVNVNVNV A
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Energia: muelle

a  Despreciando el rozamiento la energia mecanica es constante

s Posicion y velocidad

x(t) = Acos(wt + ¢) v(t) = 2(t) = — Awsen (wt + @)
B o 15 1 A202s0n 2 (wt
s Energia cinética: c T QMU= 5ina wWsel (wt + @) P
w =4/ —
1, 1 A2 cos2 m
s Energia potencial: U = 51“3 — §k cos™(wt + @)
s Energia mecanica
1 2 k 2 1. 2 9 1. 5
E=FE.+U = 577&4 %sen (wt + ¢) + 51@4 cos”(wt + @) = 51@4
19
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Energia mecanica:; muelle

E = kA2
2

No depende de la masa

s |a energia se trasvasa continuamente

de cinética a transversal y viceversa

sz:>E=UmaX=%kA2

1 1
r=0=FE=FE;:max = §mf02 = —kA?

max 2

20
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Energia mecanica: muelle

” t =0 .
\ t i E.=0
' — E:%kAQ
E/: Iﬂ\\\\\\\\,\\\ '
A
I-\'\\,\,'\\,\\'\\,\'\\,\'\ X U |
¢ 1
t=1T/4 E, = —kA?
Iw\\\\\\\\\\\\ : X J
J__, [ —
A
E. |
WWWAWWW X
U1
: A
Ly |\\\'\\\\\\\\\\\\ h x U — l K A2
| v > 2
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Energia mecanica: muelle

| / t=1/2 E, =0
l\'m\\\\\\\\\\\
/ E. 1
7 B = ka? I:\\\\\\\\\\\m\ t X Ul
£ X 1
t:?)T/4 EC:_kAZ
I:\\m\mmm .—_} X -
[J =
< i~ L1k A
— =504 | =EAAMAAVMAANAN
¥ U1
e A |
t="1T E.=0
, VAVAAAAAAAAN 1
/ U=-KA*
7 2
22
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MAS como aproximacion

s Péndulo simple Uimgl
_L-.z_ U
-D.4f Uap
-0.8
=5
Energia potencial U = —mgLcosf 0 = —% sen 6
Energia potencial . — 7 (1 0- J— g 0
para angulo pequefio ap — — g Y = =7
(92
Desarrollo de Taylor cosf ~ 1 — 5
24
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MAS como aproximacion

s Cualquier particula que se desplaza ligeramente de una posicion de equilibrio
(minimo de la energia potencial) realiza un MAS, pues cualquier curva puede

aproximarse por una parabola cerca de un minimo

Parabola aproximando U cerca Curva de energia potencial
de un punto de equilibrio estable

U(x)

Parabola

U(x) para una particula en el
fondo de un cuenco esférico

25
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Desarrollo de Fourier

d

Una funcién periddica puede expresarse como combinacion lineal de varios
MAS de diferentes frecuencias: los modos de Fourier

£(t) = zi; (an cos (QWT”Q + b, sen (2%"75»

e Ejemplo f(t) = 0.20 4+ 0.15 cos (27t) 4 0.30 cos (47t) + 0.10 cos (67t)

'|II III |II I|I |III 'Im\ AN
|I [ ||| | ||' | n=0
| 0. Fa fa o ) i ) 2l fa Fal "
04} III | I|I || I|I || I| H‘E /1 . :J" WANVARA e ! VI 1
| " II | I| | || || ';,I ' '\?.?' "',I: II.;'1.E-":II I."II ".:I 4 'u,ll ll:’._ﬁ.:":ll I."rl X .-;'3"3|:'..I | e
0.2 || I/-"; 'l,ll | || ."/_ -\".I | || ||"lllr -\I'HI I| || —01f V W \f v W v v Y \J ' n=3
| \ | \ | \ | | \
.III. ‘i .H“E .;I. | f’. A0 .,'l. A ff. | .'".I .!'l. o 02
Uf 0.5 I"u'l 1.0 'U" 1.5 ".U,' 2.0 U 25 I'U'I 3.0
1 4
s Una funcidon no periodica puede expresarse ol
como combinacién de MAS usando la N \
Transformada de Fourier 0e
0.4
0.2 ‘ I
c-””%'”|lc- cll

26
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Oscilaciones amortiguadas

s En sistemas reales el rozamiento hace que las oscilaciones se amortiguen

s El rozamiento puede modelarse como una fuerza

b constante

g

Fr=—b¥
v velocidad

MM

s Amortiguamiento lineal: valido si la velocidad no es muy grande

1
L

4 Gotas de lluvia cayendo en la atmodsfera

4 Movimiento de células y bacterias

s Segunda Ley de Newton

— —
—

ma = Fr + Fsc

28
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Oscilaciones amortiguadas

a Consideramos el caso de un muelle unidimensional

s Segunda Ley de Newton (muelle unidimensional)

mEL’:FR+FOSC

ma=—bv—kr —| | +2v%+wir =0
~v=5b / 2m Parametro de rozamiento

wo = V k / m Frecuencia propia o natural

\ v

- S

a  Consideramos tres regimenes de movimiento

s Amortiguamiento debil : y<w

0

s Sobreamortiguado L Y>W,

s Amortiguamiento critico : y=w,

29
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Oscilador subamortiguado (y<w,)

) . -
Solucion 2(t) = Ae= " cos(wt + &)
w= /w2 — = E — b*
N 0 Vm  4Am?2

s Es una oscilacion de pseudo-frecuencia w y cuya amplitud decae en el

tiempo
s La frecuencia de oscilacion es . R
AO -o <
menor que la natural R T
w < Wo -../\--_" ===~

\ / I N
s Sib=0 (y=0) entonces W=wW, ‘\Z‘___\j_---\-/-

-
—‘
-=

s La amplitud decae mas rapido cuanto |-~ L

mayor sea b (y)

: ;. 2T
s Hay dos tiempos tipicos To = o TR = 27 Enestecaso 7r > Ty

v

30
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Oscilador sobreamortiguado (y>w

4

Solucion

( )

z(t) = a1 e ' + ag e 62

C17C2 >0

. v

s Es una funcion decreciente en el tiempo: no hay oscilaciones

s Sl y=w, esta criticamente amortiguado, el decaimiento es el mas rapido

x A

Criticamente amortiguado

Sel .. Cu’anto mayor sea el coeficiente de rozamiento
- mas tarda en pararse

~ o .
)

En el caso TR < 1o
) Tiempos ’[I'piCOS . . sobreamortiguado
1o = wo TR = ~ En amortiguamiento 7 = 1

critico

31
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Oscilaciones forzadas

s En un oscilador amortiguado la energia decrece con el tiempo y las oscilaciones

decaen

s Para mantener las oscilaciones un agente externo

debe suministrar al sistema la energia que se

pierde

s El agente externo ejerce una fuerza sobre el

oscilador, con una frecuencia w_

—

F = Fy cos(wet)

a  Segunda Ley de Newton en una dimension

ma = Fp + Fye + Fy cos(wet) v =b/2m
F _ ./
F 4 2vi + wiz = — cos(wet) wo = \/k/m

m

33
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Oscilaciones forzadas

s Fasores

s Buscamos soluciones que oscilen con la misma frecuencia que el término

forzador (regimen permantente)
F(t) = Fycos(wet) = Re(Fpe™=t)
z(t) = Acos(wet + @) = Re(A eH@<tT9)) = Re(Fe!we?) F=Ae'
Z no depende del tiempo

s Planteamos la ecuacion del MAS forzado para los fasores

z(t) — T et Wt
. . ~ twet
. : 0 x(t) > 1wexe °°
&4 2y + wix = — cos(wet) ( ) 62 e
m T(t) » —ws Te'™e
Fo — Fy eiwet
2~ o~ 2~ Fo ¥ - .
—WIT + 129w T + WiT = — Ecuacion algebraica para x
m

34
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Oscilaciones forzadas

s Resolvemos la ecuacion algebraica

~ . ~ ~ FQ ~ . Fo/m
—ng + 12YWe X + wgm = ) | B(we) = WE — W2 + 2wy
. s T(we) = Aet?
s La solucion para el fasor puede escribirse €
Fo/m 2Yw
Awe) = w.) = arctan e
V@R =27 + 21w o) e

s Para recuperar la solucion del MAS forzado en regimen permanente

tomamos la parte real

[ z(t) = Re(A '@t T9)) = A cos(wet + ¢) ]

35
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Oscilaciones forzadas

s Al aplicar la fuerza, aparecen soluciones transitorias y permanentes
s |as transitorias son similares a las del oscilador con rozamiento

s Después de un cierto tiempo, la unica solucién que queda es la del régimen permanente

s |La amplitud de las oscilaciones y el desfase con la fuerza dependen de la

frecuencia de la fuerza forzadora

wo

Xplirgl

2.0

L5}

L.Of

0.5f

. . e 7 n . Te — 2 e
La amplitud de la oscilacion se hace maxima cuando w,_ se aproxima a w, 7, ~ Ty T/
TO = 27’(’/(,0()
Si el rozamiento es pequeno la amplitud puede ser muy grande
36
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Oscilaciones forzadas: resonancia

s Movimiento del oscilador forzado

s Estado inicial transitorio

s Estado estacionario
s Oscila con w_y A(w,)

4 La energia es constante (suministrada=disipada)

s |a resonancia ocurre cuando Wwe =~ Wy

El sistema oscila con energia y amplitud maximas

37
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Resonancia: Bahia de Fund

s La bahia de Fundy se conoce por registrar la maxima
diferencia en el nivel del agua entre la marea alta y la

bajamar (alrededor de 17 metros)

a  Se cree que el nombre “Fundy” data del siglo XVI,
cuando exploradores portugueses llamaron a la bahia

"Rio Fundo® (rio profundo)
Quebec

s El folklore popular afirma que las mareas son causadas

por una ballena gigante que chapotea en el agua

VT
NH

a |Los oceanografos atribuyen el fenbmeno a la ra— ¢
) . The Bay of Fundy
resonancia, como resultado de la coincidencia entre el w};‘i

tiempo que necesita una gran ola para penetrar hasta el
fondo de la bahia y regresar y el tiempo entre mareas

altas (12.4 horas)

38
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Resonancia: Bahia de Fund
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Resonancia: Puente de Tacoma

s E|7 de Noviembre de 1940 el
puente de Tacoma Narrows, en
el estado de Washington, USA,

colapso

s |La causa fue la excitacion de un
modo de torsion propio por el

viento

s Sirvio para entender que es
iImportante comprender la

interaccion entre el viento y el

puente colgante (aerodinamica)

40
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s El MAS ocurre cuando una particula esta sometida a una fuerza restauradora
proporcional al desplazamiento desde la posicion de equilibrio
s | a posicion de una particula que experimenta un MAS varia de forma

sinusoidal

s | a frecuencia depende de los parametros del sistema (muelle, péndulo simple)

s |a energia mecanica total es una constante del movimiento

s Una funcion periddica o no puede expresarse como combinacion lineal de
MAS

s | as oscilaciones amortiguadas aparecen cuando hay una fuerza resistiva que
se opone al movimiento

s Para compensar la perdida de energia un agente externo debe ejercer una
fuerza: oscilaciones forzadas

s Sj la frecuencia de la fuerza externa es proxima a la frecuencia propia del

oscilador aparece la resonancia
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