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1. Una barra homogénea de masa m y longitud L = 2a, se mueve en un plano vertical, de modo que sus extremos
By A se mueven sobre los ejes O X1 y OY7, respectivamente. Suponiendo contactos lisos:

a) Encuentra una integral primera del movimiento en caso de apoyos bilaterales. Las condiciones iniciales
son #(0) = 0, 6(0) = 0.

b) Encuentra las ecuaciones de movimiento aplicando el T.C.M. y el T.M.C. en el centro de masas de la
barra.

¢) Determina el angulo g para el que la barra se despegaria del eje por su extremo A en caso de apoyo
unilateral en ese punto.

2. Una barra homogénea de longitud L, masa M y radio des- A
preciable estd articulada en O, moviéndose en el espacio Z1.0 7,
tridimensional O X1Y7 Z; con su posicion descrita median- .
te las coordenadas {1, 8}, dngulos de precesion y nutacion,
respectivamente. Escogemos unos ejes OX2Y27Z5 solida-
rios con la barra como se indica en la figura, y unos ejes au-
xiliares intermedios O XY Zy. Los contactos son ideales
y la gravedad es constante § = —g k1. Las condiciones ini-

ciales son: 1(0) = 0,6(0) = 7/6,(0) = wp, 8(0) = 0.

a) Obtén las ecuaciones diferenciales del movimiento en
forma de integrales primeras.

3. Elsistema de sélidos de la figura esta formado por una varilla (sélido “2”, masa m, longitud lo = 2v/2a) y por
una placa cuadrada (sélido “0”, masa m, lado [y = 2a) articulados entre si en el punto B. Sobre el eje O X se
apoyan el extremo A de la barra y el lado BD del cuadrado. Todos los contactos son lisos. Sobre el extremo
A se aplica una fuerza horizontal creciente F = 2Amgi; (A = t/T), donde T es una constante. Inicialmente
(t = 0), el sistema estd en reposo y A coincide con O.

a) Calcula la aceleracion del sistema, los valores de las fuerzas vin-
culares y la posicion de la fuerza normal en BD, todo ello en
funcién del tiempo.

b) Calcula el instante en que el vértice B’ empieza a despegar (con-
dicién de vuelco) y el trabajo realizado hasta ese instante por la

fuerza F'.

4. El sistema de solidos de la figura estd formado por una varilla (s6lido
“2”, masa m, longitud [ = 2/2a) y por una placa cuadrada (sélido
“0”, masa m, lado [y = 2a) articulados entre si en el punto B. Sobre el
eje O X1 se apoyan el extremo A de la barra y el lado B.D del cuadra-
do. Todos los contactos son lisos, salvo el apoyo del cuadrado, donde
el coeficiente de rozamiento u es tal que el deslizamiento es imposi-
ble. Sobre el extremo A se aplica una fuerza creciente F = 2 dmgiy

donde A es un pardmetro del problema. Inicialmente A coincide con
O. Obtén el sistema de ecuaciones que permite determinar la ecuacién
diferencial del movimiento y las fuerzas vinculares del problema.
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5. El sistema de la figura consiste en un aro rigido de radio R, masa m y centro C, contenido siempre en el plano
vertical fijo O X Y. El aro puede girar sin rozamiento alrededor de su punto A, el cudl desliza sobre el eje fijo
OX segun la ley horaria 2:(t) = R cos(wt), para la coordenada horizontal de dicho punto.

a) Aplica el teorema del momento cinético en A y, a partir de éste,
determina las ecuaciones de movimiento del sistema.

b) Calcula las fuerzas vinculares que sobre el sélido. Discute la con-
servacion de la energia mecdnica del sistema.

¢) Suponiendo ahora que el punto A desliza libremente sobre el eje
0 X, discute la existencia de integrales primeras e indica si bas-
tan para determinar, salvo condiciones iniciales, la evolucion del
sistema.

6. Un disco homogéneo de masa m y radio R (s6lido “2”) sube por el plano inclinado y rugoso (s6lido “1”’) mos-
trado en la figura. El trayecto se divide en dos tramos dindmicamente distintos pero con continuidad cinemética
entre ellos:

a) Tramo I: El disco rueda y desliza hasta alcanzar la
condicién de rodar sin deslizar en el punto final del
tramo. Calcula la ley horaria x = z(t) y el tiempo
empleado en este tramo.

b) Tramo II: El disco sigue subiendo, rueda sin des-
lizar, y sufre la accién de un par motor conocido
T=—7 El (19 constante) aplicado sobre el eje nor-
mal al plano del disco que pasa por G. Calcula el
tiempo empleado en este tramo y la fuerza de ro-
zamiento. Discute cualitativamente este problema en
funcién de 7y de la pendiente del tramo inclinado.

)

Datos: El coeficiente de rozamiento dinamico entre el disco y el plano inclinado es . Las condiciones iniciales
son z(0) =0, £(0) = 0,6(0) =0, 0(0) = wp > 0.

7. El solido “2”de la figura es un disco homogéneo de centro C, radio Ry
masa m, rigidamente unido a una barra C'A perpendicular al disco, de
longitud R y masa despreciable. El extremo A de la barra estd engarza-
do a una pieza de dimensiones y masa despreciables que mantiene a la
barra siempre perpendicular al eje vertical OZ;, permitiendo a la vez A
que el solido “2” pueda girar alrededor de dicho eje y del eje colineal
con C'A, de forma simultdnea. Por su parte, la pieza antes mencionada
estd obligada a deslizar por el eje OZ7, hallandose conectada al pun- =
to fijo O mediante un resorte de constante recuperadora k y longitud

natural R. En el instante inicial (¢ = 0), el estado del sistema viene O 7
dado por las condiciones iniciales: 2(0) = R, 6(0) = 0, ¢(0) = 0,
2(0) =0, 0(0) = w, $(0) = Q. X

Xo

W

a) Calcula las reacciones vinculares en el punto A y las leyes horarias z(t), 6(t) y ©(t). Obtén las posibles
posiciones de equilibrio del sistema y las correspondientes reacciones vinculares.

b) Determina las integrales primeras del movimiento, obteniendo a partir de ellas las leyes horarias anteriores.
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8. En el sistema mecdnico de la figura, la 1dmina II, de masa despreciable
y dispuesta horizontalmente (s6lido “0), puede girar libremente alre-
dedor del eje vertical OZ; de un sistema de referencia fijo O XY, 2
(sélido “17). Un disco homogéneo de masa m, centro C, radio Ry
espesor despreciable (s6lido “2”), rueda sin deslizar sobre el eje O X
ligado a la ldmina II. El disco se halla en todo instante contenido en
el plano vertical O X(Zy perpendicular a dicha lamina y rigidamente
unido a ella, verificindose en todo instante que OZy = OZ;. Ademas,
un resorte de longitud natural nula y constante elastica k conecta con
el centro del disco, C, con el punto fijo A del eje vertical O 71, situado
a una altura R sobre O.

a) Desvincula el sistema de sélidos, discutiendo razonadamente el nimero de grados de libertad, asi como el
nimero total de incégnitas del problema.

b) Obtén las integrales primeras del movimiento del sistema.

9. Un disco de radio R y masa m (sélido “2”’) rueda sin deslizar sobre una
superficie circular céncava fija (sélido “1”°) de radio 3R. En el centro J
del disco se conecta a una barra (sélido “0”) de masa despreciable y D
longitud 2R. El centro del disco tiene libertad para moverse a lo largo
de la barra. El otro extremo de la barra se articula en un punto fijo O.
La barra esta conectada a su vez a un resorte de torsién en el punto O.
Este resorte ejerce un momento sobre la barra Mg = —ko ];0, siendo k
una constante. La gravedad actda como se indica en la figura.

X

a) Determina la reduccién cinemdtica {21} en el centro de masas del disco. {Cuantos grados de libertad tiene
el sistema?

b) Para el disco, calcula su cantidad de movimiento, el momento angular respecto a su centro de masas y su
energia cinética.

¢) Encuentra las fuerzas vinculares que actdan sobre la barra y el disco.

d) Aplicando los teoremas fundamentales, encuentra las ecuaciones de movimiento y los valores de las reac-
ciones vinculares.



