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Introduccion

s Los sistemas reales son sistemas de particulas

s El comportamiento de los sistemas se puede descomponer en dos partes

s E| movimiento del sistema como un todo (movimiento del centro de masas)

s El movimiento interno (movimiento respecto al centro de masas)

s Las magnitudes cinéticas (energia, cantidad de movimiento y momento

angular) se generalizan para sistemas de particulas

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 3
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Densidades de masa

s Un cuerpo continuo puede considerase compuesto por un numero infinito de

masas diferenciales
M

dm

--\------

L | d'T'

s Los sumatorios se convierten en diferenciales

M:de:/dm L:Zdl:/dl

s Densidad lineal de masa dm = pdl M = / (dl
L

M

s Sj el cuerpo es homogeneo u = T

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy S



Densidades de masa

s Densidad superficial de masa dm = odS M = / odS
S
. , M
s Si el cuerpo es homogéneo o = g
s Densidad volumétrica de masa dm = pdV M = / pdV
|4
. , M
s Si el cuerpo es homogéneo p = i

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ%’” 6
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Centro de masas

s Dado un sistema de n particulas, se define la posicion de su centro de masas

~ n n A
domTy D Myt
n
M
> My
\ =1 Y

s m es la masa de cada particula

s 1 es el vector de posicion de cada particula

s M es la masa total del sistema

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 8



Centro de masas: ejemplo

AY . a_
: m ™ = —§ 1 = + —
my 7 7 2 . mi7ry+moro mo —mq\ a_
r = = —| 22
L " W; - a_ — 7 my + my mi+msy /) 2
a | ro = +—1
2
mp=mz=m mp << Mo
(mz —m1) My — My
AY AY CM mi+mg /)  mg
CM mi ma
m m \ mi
~]—-—
0& ............................ 0 ........ > O ................................................... XO ..... ) mo
a X X
: | a :
oM = . < m1> a
roy = |1 ——] =1
mo 2
Si el sistema tiene algun plano, linea o ,
_ ganp El CM esta cerca de la masa mayor
punto de simetria, el CM esta en él
Ejemplo: m . =5.98x10%%g, m__=1.99x10°° kg,
a=1.5x 10%m
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Calculo del centro de masas por integracion

a2 Un cuerpo continuo puede considerase compuesto por un numero infinito de masas

diferenciales

dm

M

7 H B E BB EEBE
' L | .

]
-

s |Los sumatorios se convierten en diferenciales

M:de:>/dm L:Zdl:>/dl

a  Posicion del centro de masas ~ N
o dm /de /f'dm
X —
P A rem = 7 = T
r /dm M
N\ J

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 10



Calculo del centro de masas por asociacion

s Podemos calcular el CM como una composicion de partes del sistema

y A y A y A
m, 4 3
[ — on
TCM
a
.0 X o X
S I S
. M1T1 + 14Ty a.,
lr‘a — = — =1
m,=m, my 4 my 2 . MagTa + MpTp
_ . . rem —
m,=m, L Moy +msTs  a Mq + My
Ty — — =1
mo + M3 2
s De este modo se puede calcular el CM de sistemas complejos
Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 11



Velocidad del centro de masas

s Si las particulas se mueven la posicion del CM varia en el tiempo

7 . Z A miy
D> m;Ti(1)
=1

M

TOM (t) =

s Derivando en t se obtiene la velocidad del CM

. m;— m;v; " "
. dro i—1 dit =1 o
VoM = ——F—— = =
dt M M
Sistema discreto Sistema continuo
4 n ) 4 )
MﬁC’M:Zmiﬁi M”UCMZ[fUdm
=1
_ J _ y

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 12



Aceleracion del centro de masas

s La aceleracion del CM se obtiene derivando su velocidad respecto del tiempo

T Z A ml —
Z m;v;
— =1
vopm () =
(t) = =
n deZ n
S Z ms;—— D Ml
CM = = =
dt M M
Sistema discreto Sistema continuo
4 n ) 4 )
Micy =Y mid; Micy = / @ dm
=1
_ J _ y

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 13



Segunda Ley de Newton aplicada al centro de masas

s La fuerza sobre cada particula tiene una componente externa y otra interna

- Hext int “4A 1 F

s Aplicando la Segunda Ley a cada particula

n T n n m;
— _ - o Hint Sext X " ¥
Maoy = E m;a; = E I, = E Fz -+ E Fz » AT oM
i=1 i=1 i=1 i=1 F,
v —
_ oy
s Por la Tercera Ley, las fuerzas internas se anulan dos a dos
Hext =
n Fy L Py
v
Hint PR o
Y Em =0 Vs
. . e N 4 Femt
1=1 ﬁznt w 2
12 “'
Fypt o ome

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @1&" 14



Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

( )
El centro de masas se mueve como una particula con toda la masa del sistema
sometida a la accidn de la fuerza externa neta que actua sobre el sistema

n
— . mext | pext
Macy = E B =F0
1=1
L J
s El movimiento del sistema como un todo puede describirse como el movimiento de su centro
de masas sometido a la fuerza externa total sobre el sistema
s El movimiento interno del sistema es el movimiento relativo a un sistema de referencia
solidario con el centro de masas
15
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Eijemplos de movimiento del CM

s Explosion de una granada en dos trozos de la misma masa

a Baston lanzado al aire d

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁf&?‘ 16
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Cantidad de movimiento de un sistema

s La cantidad de movimiento del sistema es la suma de la cantidad de movimiento de cada una de

las particulas que lo componen Z A mi

Psis:Zﬁi: mzﬁz ﬁsis:/dﬁzfﬁdm

a En funcion de la velocidad del centro de masas

n
Psz’s: E mivi:MUC’M
=1

a Derivando respecto al tiempo (suponiendo M constante en el tiempo)

— & (Mioy) = M M — Maoy .
a t T
S , — — = I,
Moy =)  F* = Fet, d
j=1

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 18



Conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema

La cantidad de movimiento de un sistema se conserva si la fuerza neta sobre él

es nula

Fert —§ oy AL
dt

—_— —_

:6 m— Py =ct

a Sialguna componente de la fuerza es nula se conserva el momento lineal en esa componente

Antes de la explosion F_’;fga =—Mg7y
AY -
7]
7 e - t — — —
- Después de la explosion Fsgm = —m1g]—meg )= —(ml + mz) g7
s =—Mg)
X
Feot =0 = P, = cte = M vSM = cte = v = cte

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 19



Movimiento respecto al centro de masas

a Consideramos un sistema de referencia que se mueve con el centro de masas

— — —/ — — —/
N =TcmMm + 7T U1 = VoM T+ U1
— — —/ - — — —/
o =TcM + 75 Uy = VUoMm + Vs

a (Cantidad de movimiento del sistema

—

Pgis = myt + maty = my (Vo + 07) + me(Vonm +U5) R

— —/ —/
= (M1 + ma)Vcn + m107 + mats

= MUcpn + 7} + 05 5 N
/ - =/
. oy ‘PSZS_p1+p2_O
= Mveypm + P g,
Pero también... = MU

s La cantidad de movimiento del sistema respecto del centro de masas es cero

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 20
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Momento angular de un sistema

a El momento angular del sistema respecto a un punto es la suma de los momentos angulares de

cada una de las particulas que lo componen respecto al mismo punto

n

n n
rsis > — — — —
Lo :E LOi:E 7“z'><pz':§ 7 X (my; U;)
i—1 i—1

1=1

Efjis:/dEO:/Fx dﬁ:/foﬁdm

s  Teorema del Momento Cinético (T.C.M.)

AL

— Mezct
dt O

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 22



Momento angular de un sistema

a El momento angular de un sistema se puede dividir en dos partes

r rCM ol 'l Text
[LO=LO +L] [dL/dtzMCM
n
ZO = Z 75 X D Momento angular total del sistema respecto al punto O

LEM = Feng x P = Four x (MVeyy)  Momento angular del CM respecto al punto O
n
L' = Z Fg X ﬁg Momento angular del sistema respecto al CM
1=1
s Ejemplo: rotacion de la Tierra alrededor del Sol y de su eje

LEM| ~ Mpd? qwipgs ~ 10%° kgm2 S
O TS

- 2
L] ~ 5MTR%wmt ~ 1033 kgmz/s

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 23



Conservacion del momento angular de un sistema

El momento angular de un sistema respecto a un punto se conserva si el momento

resultante del sistema de fuerzas externas que actua sobre él respecto al mismo punto

se anula
R . dESiS . o . .
G =0 w—> dtO —() = L;5°=cte
s Ejemplo
t=0
m Vo = Vo2 .
L Tom / L
o R o—@—c/‘ ————————————————————————————————————————————————————————— .\®\. —o—e G D
m )
Uo

4 Después del impulso inicial la fuerza neta externa es nula

4 Se conserva la cantidad de movimiento y el momento angular del sistema
0

E = I_:CM + E’ = FCM%”UCM) + El = El

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁf&?‘ 24



Movimiento rectilineo — movimiento circular

T=47 G=0k (F=ROtuy=Rwiy)
qd=i7 a=0k (dr=ROdy = Raiy)
p=mit=mu EO:mR29E:mR2wE:mR2cﬁ
R S
dt dt ©

1 1 1 : 1
E.==muv* EC:§mv2—§mR262:—mR2w2

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ;’” 25



Rotacion de un sdlido alrededor de un eje fijo de simetria

s Si el eje de rotacion es un eje de simetria del soélido

—

Lo = Ieje (0 a
dEO . Feact
_ e ext >
T — -[6]6 = O O/ —_—
s Ejemplos de momentos de inercia
. . Lo 2
Disco o cilindro Ije = 5 MR Esferahueca I,;, = 3MR2
. 2
Esferamaciza I.;. = EM R?

Aro o 5
C cilindro hueco  {eje = MR

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁg‘ 26



Polea con masa con fuerza constante aplicada

s Queremos calcular la aceleracion angular de una polea de masa M y radio R,

que parte del reposo, a la que se le aplica una fuerza constante F tangente a la

polea B
LO—Iwk
M,=OAxF=RFFk
dLbo _ 1 E=RFF
dt
RF RF
o = —— = cte ‘ (.U:T

s Si modelamos la polea como un disco de radio Ry masa M

1 2 F

= -~ M R? =
12R ‘wMRt

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy 27



Disco que rueda sin deslizar, con contacto puntual

- Rod/ac_jgra sin deslizamiento: el punto de contacto tiene velocidad nula

ds Rd#
YT dt v
dov®
C_—:
a = dt Roz

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ? 28



s \alores iniciales

v® (0) = v(0)

Uo

w(0)=0

Disco que rueda y desliza, con contacto puntual

4 La fuerza de rozamiento se opone al deslizamiento en A

s Analisis dinamico

s Fuerzas
d=Nk
Mi=—-Mgk

Fr=—pq|®|7 (activa)

s T.C.M.

¢ Cuando rueda sin deslizar?

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ'ﬁg‘

Mg/g

—[dg T
(vo — pagt) T

(%

7¢ =7
W=w7
s TMC

C

s Cinematica

QU
I
Q
=)

Q1
1
o
=
~
|
my
N
~
)

4 El rozamiento aumenta la velocidad de
rotacion, y disminuye la de traslacion,
hasta que se alcanza la condicion de
rodadura sin deslizamiento

4 A partir de ese momento las aceleraciones

se anulan

= wWR = t,oq = vo/31t4g

29



Disco que rueda sin deslizar, con contacto puntual, con par aplicado en el eje

v9(0) =0

s \alores iniciales

4 La fuerza de rozamiento se opone al deslizamiento que

crearia en A el par aplicado

s Analisis dinamico
s Fuerzasy par
d=NEk
Mg=—Mgk

Cﬁ:MgE
2T
a = an 1 = 1
" T 3MR
7% = apt 7

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI

AZ
w(0) =0
( ) )X /\‘
Y o 4
-C =C
7—_»690—) v ’ a
A =
. g — FR
s Cinematica Mg v
7Y =v7 a%=avr I =MR?/2
W=w7 a=a«aj
4 El rozamiento es el responsable de que la
rueda avance
s T.M.C 4 Al tener en cuenta los rozamientos (aire,
R 1 = . de rodadura) se alcanza una velocidad
16 =CA x Fr+ 7 )
constante
4 Si el par es demasiado fuerte, la fuerza de
270 . .
= = - rozamiento supera el valor maximo y el
“= NI = 3yRe Y i ’
disco derrapa
Fr| = |Ma%| = 22 < p.Myg
3R
 Universidad de Sevilla, 2018/19 [ i 30
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ia cinética de un sistema

a La energia cinética del sistema es la suma de la energia cinética de cada una de sus particulas

Tsis Z 15 = Z o U'L’2

a Se puede dividir en dos partes

1 "1
M végs Energia cinética de traslacion del CM T = Z §mw§2 Energia cinética relativa al CM
i=1
a4 En un solido rigido rotando alrededor de un eje de simetria >0
AL
1 a
/I rot . 2
T — EC b 5 Ie]e CU .
W

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁg‘ 32



ia mecanica de un solido rigido

a En un sdlido rigido en movimiento el trabajo neto de las fuerzas internas es nulo

a  Si hay fuerzas externas conservativas podemos definir una energia potencial por cada fuerza

conservativa que actua sobre el sélido

a La energia mecanica del solido rigido es la suma de la cinética mas la potencial

1 1
Emec:T+U: §MU%M—|—§]W2—|—U

a Si las unicas fuerzas que hacen trabajo son conservativas se conserva la energia mecanica

Fu 54 =0 2

G .-
z(0)=0  #(0)=0 CET = 5= —(i/R)Ek
74 =0
o v | 1 1 1 mR? i 3
_ e —12 _ 2 miv & 2
g | U, = —mgx
Y 3
E:T+Ug:1m$2—mgxzcte 9
; ) UG:xi':§gth’
—mIE —mgi =0 = :'E:gg — |
FG_gthHRj
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Colisiones

# En una colision dos objetos se aproximan el uno al otro e interaccionan de manera intensa

durante un tiempo muy corto

s Durante la colision puede despreciarse la influencia de las fuerzas externas y el desplazamiento
de los objetos

a8 SOlo se tiene en cuenta la interaccion entre los cuerpos

8 Antes y después de la colision la interaccidon entre los cuerpos es mucho menor que durante el choque

a Una colision no implica necesariamente contacto entre los cuerpos que chocan

mi N
mi L /7 =/
! G\ & U3
/171 el ‘_‘t.‘..—‘ — ----::—.-5"—':'_ .
{ Colision )
N '0 ------------ ,-
V2 _:*; ----------- »7.
m2 /—Y'— l--_ I - - . o m2
.. ,
~, N /Z}2
‘\A
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Colisiones

a Ejemplos
—/
U
#a Colision de dos bolas de billar < 2

o © o

4
antes colision después
# Paso de un cometa cerca del Sol
S T e
T 2T T —e
/ / \
[ |
___________ \‘ - / /'
-------------------------------------- ° _\_;.--"--— ’/‘. -_-_—""_-_"_______--""-
| = ,
antes colision después
# |mpacto de una bala en un bloque
170 Ul
— I - R
m
M M+m M+m
antes colision después

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁ'ﬁg‘ 36



Analisis de colisiones

a  Se considera como sistema todos los cuerpos que intervengan en la colision

s La cantidad de movimiento total del sistema se conserva durante la colision, es decir,
es la misma antes y después de la colision
# | as fuerzas externas al sistema no se tienen en cuenta durante la colision

s S0lo es cierto si las fuerzas internas cumplen la Tercera Ley de Newton
s Si las fuerzas internas son conservativas, la energia mecanica se conserva en la colision

s Elastica: la energia cinética total se conserva (billar)
s |nelastica: la energia cinética total no se conserva (cometas, aceleracion de sondas espaciales)

4 La variacion de energia cinética se hace a costa de la energia potencial interna

s Completamente inelastica: la energia cinética total no se conserva y los dos cuerpos quedan

unidos después de la colision (coche-pared, reacciones quimicas, procesos de captura)
s Coeficiente de restitucion: C_ = -(v, . — v, )/(v,,—V,))
4 C_=1: choque elastico

4 C_=0: choque completamente inelastico (plastico)

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ﬁf&?‘ 37



Choque unidimensional de dos particulas

—

a Choque elastico P = cte I'= cte
Antes
m M y p1 = mugt 7 =0 P =y + P = muol’
0 - » ——
U1 =0y Ty = T1:§mvo T, =0 T =1T1+1T, = —my,
Después
m M X Dif =muipt Pay = Mugst P =iy + pay = (mury + Muag)?
&0 TPV | P o —
U1f Vo f Ty = §m(vlf) Top = §M(v2f) I=ty+1or= §m(vlf) i §m(v2f)
Solucién = M B = 0 Uap = U
, m— M
A T Vi m < M U1 f ~ —0 (1 —2m/M) 172f22ﬁm170
, 2m
V21 =V m > M Uif >~ U (1 —2M/m) Uap = 200 (1 — M/m)

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19
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Choque unidimensional de dos particulas

O —
s Choque completamente inelastico P = cie T 7 cte
Antes
mq Mo y p1 = mugl 5 = 0 P = p1 + P2 = mugt
‘_)-"‘ ----- > T, — 1 2 T, = () T = Tl + T2 = —m1}2
vy =Ty Ty = L= oMo ° "
Después
my mz  x P = (m+ M)vsw
% - 2
@ Ty = Lm+ M) (o)
Solucion . B
m=M Uf:U0/2 ATZ—T1/2
— m —
Ur = g 7
m—+ m < M ¥ = o(m/M) AT ~ -T1(1 —m/M)
AT — M mvs L.

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ vy
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Colisiones no unidimensionales

s En este caso hay mas incognitas que ecuaciones

17’1’ {;’2 4 incognitas
P = (?67 T = cte 3 ecuaciones

a Hay que tener en cuenta los detalles de la interaccion durante la colision

# Bolas de billar: contacto entre las bolas
# Cometa acercandose al Sol: interaccion gravitatoria

# Reacciones quimicas: interaccion eléctrica

# (Colision de dos coches: deformaciones estructurales
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