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Movimiento relativo: traslacion

Trayectoria del coche vista
desde el suelo

Trayectoria del coche vista
desde el tren
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Movimiento relativo: rotacion

Trayectoria del coche vista
desde el sistema que gira
con la plataforma

\|—>YO Y, A 7

Trayectoria del coche vista
desde el sistema fijo al suelo

_J \ 1 Wy,




Movimiento relativo: aplicaciones

-
Rotacion de la Tierra

Un sistema solidario a la tierra
es un sistema en rotacion

Composicion de movimientos

El movimiento de un punto de la
hélice se describe mas
facilmente intercalando un
sistema de referencia auxiliar

\_
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Derivacion temporal en triedros moviles: formulas de Poisson
El vector a(t) se mueve solidariamente con el

solido (triedro) O

Wo1 €s el vector rotacion total instantaneo del
movimiento del solido 0 respecto al sélido 1

La formula también funciona a la inversa,
suponiendo el sélido 0 en reposo y el 1 moviéndose

d_l; — Gio X b
dt — W10
0
R
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Derivacion temporal en triedros moviles: formulas de Poisson

d2g

dt

1

= Wwop1 X 10 _d

Los vectores de la base del triedro O se mueven
respecto al triedro 1

d7o L dk
= Wo1 X Jo -0
1

= (.301 X k()

Un vector cualquiera puede expresarse en los dos sistemas

Aty = AP )i + AV 7 + AV (k= AL (8)7 + AV ()70 + AL (1) ko

Variacion temporal del vector A(t) respecto
al triedro 1

dA(t)
dt

dA(¢)

— Jo1 X A
a | o

0

1

Variacion temporal del vector A(t) respecto
al triedro O

dA(t)
dt

dA(t)

S0 X A
1 + W10

1

0
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Notacion y definiciones

Cada solido rigido es un triedro infinito, tenga o a o 47,
no partes materiales
Al moverse, los sdlidos se "atraviesan” unos k > o)
a otros Y Y A
Cada punto geométrico del espacio pertenece =
simultaneamente a todos los sélidos definidos "o o, Aq%
En cada punto geométrico del espacio se P,e eP AX Ny Yot
superponen en cada instante varios puntos ?
Z\A
En el instante posterior, cada uno de esos . <7
puntos superpuestos se mueve con su soélido %’ i »
correspondiente i 5 >Y1 g U 01}
A
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Notacion y definiciones

{i} mov. del sdlido "i” respecto al solido observador "}’

Magnitudes cinematicas

Wij  Velocidad angular del sélido “i” respecto al “j”

(1344 1124
|

@ij  Aceleracion angular del sélido “i” respecto al “j
T;;  Vector de posicion del punto P perteneciente al solido “i" respecto al solido "

v;;  Vector de velocidad del punto P perteneciente al solido “i" respecto al solido "

a;;  Vector de aceleracion del punto P perteneciente al sdlido “i” respecto al solido

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 11
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Notacion y definiciones

Si solo hay tres solidos

”1” solido de referencia
”0” solido intermedio

"2” solido problema

{21} mov. absoluto | 7 | ¥ = % 1 iy = dfl 1 o1 | o dgjl 1

{20} mov. relativo 7y | o0 = %{O O iz = dgf'}) O @ | 2o dgio 0

{01} mov. arrastre | T = %ﬁﬁ 1 oy = d§§ 1 Go1 o1 dgfl 1
Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @d&“ 12



Notacion y definiciones

KN (1324

Para dos solidos genéricos “i", ]

drt? dv?; dw;
17P — ¢ C_L)P _— t (32,1,'7 pu— ¢
i dt ij dt dt

Campos de velocidad y aceleracion

C_I;Z? = df; —|—O_é)w X Cﬁ)‘l—@w X (C‘—jzg X Cﬁ)

El movimiento entre dos soélidos se puede descomponer en dos movimientos
introduciendo un solido intermedio

{ij}={ik}+{kj} Leyes de composicion

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 l uF 13
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Composicion de velocidades

En un instante dado

Olfé = 010\ + ()[‘é

Esta expresion no es derivable en el tiempo

El punto P no esta asignado a un sélido
determinado

Para cualquier instante

P ~O P
o1(t) = 751 (F) + 720(t)
Cada uno de los vectores esta asociado a un punto de un sdlido

Esta expresion es derivable en el tiempo

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 15
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Composicion de velocidades

. . . . Z
Derivamos respecto del tiempo %, + 70 (1) A z,
P
791 (1) (2
d7“21( ) _ df(())l(t) dr20( ) ‘
dt 1 dt 1 dt 1 =\ > P “
dj Y17“20(t) X Y
R deo( ) - P : i
B (1) = (1) g | e < x, [
0 0
FOO N .
I (t) = G50+ Fo(t) + G () x 7o q‘.‘@ Z,
vE (t) = TS (t) + U5, (t) + Do () x 74, Derivable en el tiempo ’
Con validez instantanea
7"20—7‘00—0? —}021—1}204—@01 +w01 Xr(i)
—P
. v, = v ik T vk,
77(5)1+a701><0? = |5 = Ty + Ty 2 -
_p _p
ZP Uik = — Uk
01 No derivable en el tiempo
Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ T3 16



Composicion de velocidades angulares

Ley de composicion de velocidades
—P P | =P

Vg1 = Uy + Vg

Ecuacién del campo de velocidades

?731+Q21X6?:?7%+@20X5?)+68+0301X0?

Reagrupando
v
’17201—170—’170014—(&_)’21—(320—6301))(0?:0 (VO—}>)>

7

Ley de composicion de velocidades angulares

[ o1 = Wap + Wo1 ] [ Wij = Wik + Wi ] {ij} = {ik} + {kj}

Esta expresion es derivable en el tiempo

Tomando i=j Wi =0 =Wy + ki =p [ Wik = —Wki ]

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 17
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Composicion de velocidades: traslacion

Coche respecto al paso a nivel {21}

— ~ —»P — —
wo1 =0 Ugy = Ve J1 = Ve Jo

Tren respecto al paso a nivel {01}

wo1 =0 Upgp = Upp = V1 = UVt g

Coche respecto al tren {20}
bo1 = Wbog + o1 wemp oo =0

Ugy = Ugg T Vgy === Uy = Ugy — Upp = —Vt 10 + Ve Jo

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 18
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Composicion de velocidades: rotacion

Plataforma respecto al suelo {01} Coche respecto al suelo {21}

Gor = wky = wky 7 =0 Wo1 = Wao + Wo1 = w ko -

(G =k
Coche respecto a la plataforma {20} 21 7 720 1 701
= — — i g YU B =

Wao =0 U§0 = Ve 10 Vo1 Vo1 +wo_;><0? =

Distancia recorrida sobre la plataforma L . [ Ug1 = Vel + WUt Jo ]
= (whko) x (d(t) )
d(t> = Vet = wu:.t)o
Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ T3 19
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Composicion de aceleraciones

Ley de composicion de velocidades derivable en el tiempo

775(75) = Uzo( ) + Uo1 + o1 (t) x Fé%(t)

Derivacion respecto del tiempo desde el solido “1”
e |, dt |, dt |, dt |, dt
4ot drt
a1 = 4+ a 4+ ap1 XTr + wp1 X
dA®t)|  dA(t . -
e |~ 0+“°1XA
a§1 = 20 + W1 X 1)50 + ag)l +  «Qp1 X 7“50 + W1 X 20 + Wo1 X 7“50
dt |, dt |,
@ = by, +Go1 XU+ Ao+ dor XTay  +@or x ( Udy 4 Dor X 7hy)

P P : .
[a21 = a20 + a01 + do1 X r20 + Wo1 X (Wp1 X r20) + 2Wp1 X v20] Derivable en el tiempo

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 21
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Composicion de aceleraciones

Buscamos una expresion mas sencilla en términos de
composicion de movimientos

SP —P

Ty = OP = 7 Validez instantanea

= =P -
(o1 = azo + %1 + 2 W1 X Usg Teorema de Coriolis
[ 2P __ 2 —P Y — [k o )

A;; = azk+ak] T 2Wkj X Ui {ig} = {ik} + {kj}

Tomando i=j @, =0=ak +ak + 20k x 05, == [ gt + —aP,

22
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Composicion de aceleraciones angulares

Ley de composicion de velocidades angulares

W21 = Wy + Wo1

Derivamos respecto al tiempo desde el sélido “1”
dt |,  dt dt .
1 1 1 020
. dddag . ddag . . .
2] = + ap1 = + Wo1 X Wao + Qo1
dt |, dt |,

Ley de composicion de aceleraciones angulares

[5521 = Qlgg + Qo1 + W1 X Wao ] [55@'3' = Qi + Ak + W X @zk] {ig} = {ik} + {kj}
. . - . . L 0 — —
Tomando i=j i = 0= Qi + Qg + WM{ m— [ Qi — — k4 ]

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 @ 23
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Composicion de movimientos

! Velocidades

Uz (t) = Vs + Ugy + Wo1 X Taq

[Instantanea Vg1 = Vs + Vpq ] [%' = — Uy

.

4 .
Velocidades angulares

o1 (t) = Wao + o1 [@ij = —Wji ]

\.

4 .
Aceleraciones
- P

[Instanténea Ad = ddo + dg; + 2601 X Uy ]

\

a/21(t) — aQO ‘I‘ CL01 ‘I‘ CKOl X TQO ‘I‘ CUOl X (CUOl X TQO) ‘|‘ 2w01 X 'U20

P

P
_af ]
J/

Aceleraciones angulares

Alo1(t) = dog + dp1 + Go1 X Wag [@z’j = —Qj;

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19
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