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Introduccion

[

Los sistemas reales son sistemas de particulas

[

El comportamiento de los sistemas se puede descomponer en dos partes

s El movimiento del sistema como un todo (movimiento del centro de masas)

@ El movimiento interno (movimiento respecto al centro de masas)

[

Las magnitudes cinéticas (energia, cantidad de movimiento y momento
angular) se generalizan para sistemas de particulas

[

Bibliografia
s Tipler, Mosca, Fisica par la Ciencia y la Tecnologia,

s Wiki de la pagina web
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Densidades de masa

s Un cuerpo continuo puede considerase compuesto por un numero infinito de
masas diferenciales

dm

M

— --\------

L | lel

s Los sumatorios se convierten en diferenciales

M:de:/dm L:Zdl:/dl

s Densidad lineal de masa dm = pdl M = / 1 dl
L

- , M
s Si el cuerpo es homogéneo = -
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Densidades de masa

s Densidad superficial de masa dm =odS M = / odS
S
. , M
s Sij el cuerpo es homogéneo o = =
a Densidad volumétricade masa dm = pdV M = / pdV
Vv
. , M
s Si el cuerpo es homogéneo p = v
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Centro de masas

s Dado un sistema de n particulas, se define la posicion de su centro de masas

4 n n )
Z mzf; Z m;T;
FCM — =1 — 1=1
n
M
> My
\ =1 Y

s m esla masa de cada particula
s I es el vector de posicion de cada particula

s M es la masa total del sistema

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 8



Centro de masas: ejemplo

AY a
=g q ;

m 7 : 7 m2 2 . mi T + Mo Ty mo —mq\ a_
— ... ‘ rem = =\ =] 3
€= > ; - a mi1 + mo my+mo /) 2

. a . r :+§2
mp =mo =1m mip << mo
(WLQ—’I?’Ll) mo — 1
AY . AY CM mi+ma/) Mo
E ] m
m CM m \ : 1 mq
{‘}"“““mm“"""““jsk ............................ {'D ........ > ‘; .................................. AR Sl .. > — Mo
a X X
a |
Fonmr =0

Si el sistema tiene algun plano, linea o
punto de simetria, el CM esta en él

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur

El CM esta cerca de la masa mayor

Ejemplo: m =5.98%x102%kg, m__ =1.99x10°%kg,

tierra

a=1.5%x 10%km



Calculo del centro de masas de cuerpos continuos

s Un cuerpo continuo puede considerase compuesto por un numero infinito de masas
diferenciales

M dm\
-] — H B B BB BN BN
. L : —

s |Los sumatorios se convierten en diferenciales

M:dei/dm L:Zdl:>/dl

s Posicion del centro de masas

4 )
0 dm /de /de
X -
PP A p— reM = T = T
r /dm M
g _J
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Calculo del centro de masas por asociacion

s  Podemos calcular el CM como una composicion de partes del sistema

Y A Y A
m, 4 3
| A - om
a »
\ O X
C— S
m, = 2 . .
L MiT My a,
’]“a p— = — =1
m.=m, mi + My 2
m,=m, . MoTo + M3T3 a_,
Ty — — —1
mo -+ M3 2

s De este modo se puede calcular el CM de sistemas complejos

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur
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Velocidad del centro de masas

a  Silas particulas se mueven la posicion del CM varia en el tiempo

> mifi(t)
1=1
M

TOM (t) =

s Derivando en t se obtiene la velocidad del CM

n dr; n .
. Z mi—— ), Myl
= drey = dt 3
C{M p— p— p—
dt M M
Sistema discreto Sistema continuo
( n ) ( )
MUCM:Zmz'ﬁi MﬁoM:/fD’dm
=1
\_ J \_ J
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Aceleracion del centro de masas

s La aceleracion del CM se obtiene derivando su velocidad respecto del tiempo

M
n d”l?z n 5
. > mg D Myd;
z dicy = dt i3
OM _ _ _
dt M M
Sistema discreto Sistema continuo
( n ) ( )
Micy =Y mid; Micy = / adm
i=1
\_ J \_ J
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Segunda Ley de Newton aplicada al centro de masas
a | a fuerza sobre cada particula tiene una componente externa y otra interna

—

Fz' _ Fiea;t 1 Fiznt

s Aplicando la Segunda Ley a cada particula

S
7
— _ — L — . _’znt _'\eq;t X - 7:, 1
Macy = E m;a; = E F, = E F™ + E F; ¥ AT oM
i=1 i=1 i=1 i=1 \E
. i
s Por la Tercera Ley, las fuerzas internas se anulan dos a dos e
ﬁfxt =
n 4 fFl )
_)’L’)’Lt _ ~ F2
Z FZ = A A Beat
o Fis W
BT s

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 14



Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

, . . )
El centro de masas se mueve como una particula con toda la masa del sistema sometida a
la accion de la fuerza externa neta que actua sobre el sistema

n
— L text  pext
Mdacy = E o =F0

1=1

a El movimiento del sistema como un todo puede describirse como el movimiento de su centro de

masas sometido a la fuerza externa total sobre el sistema

# E| movimiento interno del sistema es el movimiento relativo a un sistema de referencia solidario

con el centro de masas

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 15



Ejemplos de movimiento del CM

a  Explosion de una granada en dos trozos de la misma masa

| g

s Bastén lanzado al aire J

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 16
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Cantidad de movimiento de un sistema

a La cantidad de movimiento del sistema es la suma de la cantidad de movimiento de cada una de las

particulas que lo componen
Z A my

Pys =) pi=) mii ﬁsiszfdﬁzfﬁdm

a En funcién de la velocidad del centro de masas

mn
Pgis = E m; U; = M Vo
i—1

s Derivando respecto al tiempo (suponiendo M constante en el tiempo)

dPys d . d, B}
— & (Mioy) = M M — Maoy _
at dt dt e
mo — e fert
Moy =Y Fi*' = Eyt, dt
j=1

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 18



Conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema

La cantidad de movimiento de un sistema se conserva si la fuerza neta sobre él es
nula

Fv’ea:t _ 6’ — dPsz’s
neta dt

a Sialguna componente de la fuerza es nula se conserva el momento lineal en esa componente

—_ —

:6 — Psis:Ct

Antes de la explosion ﬁsgfa =—-Mg7y
AY ~
7l
. e = t — — —
- Después de la explosion Fsgm = —m1g]—mag] = —(ml + mz) q]
s =—Mgj
X
P =0 = P, = cte = M vSM = cte = v = cte
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Momento angular de un sistema

a El momento angular del sistema respecto a un punto es la suma de los momentos angulares de
cada una de las particulas que lo componen respecto al mismo punto

Z A ALy

n n mn
r'sis r — — — —
Lo :E:LOi:E TiXpi:E 7 X (m; U;)
=1 =1 1=1

ESOiS:/deO:/Fx dﬁ:/'Fdem

a  Teorema del Momento Cinético (T.C.M.)
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Momento angular de un sistema

s El momento angular de un sistema se puede dividir en dos partes

[LO=L8M+L’] [ dL’/dt:MgﬁZ]
n
EO = T3 X D; Momento angular total del sistema respecto al punto O

i=1
EgM = TFopm X ﬁm = Topm X (]WVOM) Momento angular del CM respecto al punto O

n
T/ —/ —/ .
L’ = g T XDy Momento angular del sistema respecto al CM
i=1

s Ejemplo: rotacion de la Tierra alrededor del Sol y de su eje

\f/gM! ~ MTd%Swtms ~ 10 kgm2/s

- 2
L] ~ : T RFwyor =~ 10%° kgm? /s

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 22



Conservacion del momento angular de un sistema

El momento angular de un sistema respecto a un punto se conserva si el momento
resultante del sistema de fuerzas externas que actua sobre él respecto al mismo punto se

anula
N R dESiS .
5l =0 w—> dto —=() = L;5°=cte
s Ejemplo
t=0
m ?70]\/[ = ’170/2 .
[_: TCM / L
o R O o—@—.‘/@/‘ fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff .\@\. —o—e0 @GP
m )
Uo

4 Después del impulso inicial la fuerza neta externa es nula

4 Se conserva la cantidad de movimiento y el momento angular del sistema

0

Z = ECM + E’ = FCM%ﬁCM) + E/ = E,

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 23



Movimiento rectilineo — movimiento circular

T=47 G=0k (F=ROdy=Rwiy)
d=7i1 a&=0k (@r=ROdy=Rai)
p=mrt=mu EoszQO./g:mRQw/g:mRQQ
£ _F 0 _
dt a Mo

1 1 1 : 1
E.==-muv* Ecz§m02:§mR292:§mR2w2
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Momento de inercia respecto a un gje

s Si el eje de rotacion es un gje de simetria y O es un punto fijo ALo
LO — ]ejew —dto — 6j€& — gﬂ?t

s Si el eje de rotacidn es un eje de simetriay G es el CM

dL - 7
o = lejed = Mg 7

s Valido aunque G se mueva

LG — [eje W

s Ejemplos de momentos de inercia

1
— Disco o cilindro feje = §MR2 Esferahueca I.j. = ;MR2
2
Esferamaciza I.j. = gM R?

Aroo . 2
C cilindro hueco leje = MR

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 25




Polea con masa con una fuerza constante aplicada

s Queremos calcular la aceleracion angular de una polea de masa M y radio R, que
parte del reposo, a la que se le aplica una fuerza constante F tangente a la polea

Lo—lowk

My =OAx F=RFFE

dLo L L

——— =1 = RFEk

dt O & R

F RF

a:}i—:cte > w:I—t

w(t=0)=0 O O

s Si modelamos la polea como un disco de radio Ry masa M

1

2F
[o=-MR> ) =
0= 3 “ER!
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Disco que rueda y desliza, con contacto puntual

s Valores iniciales  v°(0) = v“(0) = v w(0) =0

4 Lafuerza de rozamiento se opone al deslizamiento en A

s Analisis dinamico

s Fuerzas s Cinematica
d=NEk 7¢ = o7 i’ =av
Mg=—Mgk W=w) a=aj
rR=—fU=—pi|®|?
s T.C.M. s T.MC
Ma® =Mjg+ @+ Fp Iao =CA x Fgr 4 El rozamiento aumenta la velocidad de
- . B 5 R\ 7 rotacion, y disminuye la de traslacion,
= Mgk &= ( ,udg/ )'7 hasta que se alcanza la condicién de
a% = —p4g7 W =1t2uqg/R)7 rodadura sin deslizamiento
Nl 5 4 A partir de ese momento las aceleraciones
v~ = (vg — pqgt)
se anulan

¢Cuando rueda sin deslizar?  v¢ = WR = t,0q = V0 /31449
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Par de fuerzas

s Par de fuerzas . N 7
s 2 fuerzas paralelas, igual modulo y sentido contrario ' 7 \*
s Propiedades \ \/d‘ ‘\

s Resultantenula R = F + (—ﬁ) =0 %
— -
s+ Médulo del momento (des el brazo)  |M| = |F'|d

s+ Es el mismo respecto a cualquier punto que se calcule

s Un par de fuerzas tiende a producir una rotacion sin traslacion del CM
4 Volante de un coche, destornillador

s Todos los pares con el mismo momento son equivalentes
s Producen el mismo efecto mecanico

_>
s Se pueden representar con el momento del par M
a F —> /2
p— CN 2d p—
S — T \ 4 - e
—F/2
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Disco que rueda sin deslizar, con contacto puntual, con par aplicado en el eje

vY(0) =0

4 La fuerza de rozamiento se opone al deslizamiento que

s Valores iniciales w(0) =0

crearia en A el par aplicado
s Analisis dinamico

s Fuerzasy par s Cinematica

Mgz—MgE W=w7y
e = f7
7 =]
s T.C.M. s TMC
. R - .
Ma® = Mg+ ®+ Fp I&d=CAXFr+T
CI;:Mg/Z
-C - 27—0 pad a=aoan1= 27-0 j
—CL()Z—BMRZ 0.J 3M R2
17C:a0t7 55:040@7

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur

A7
o
Y P
-C =C
7—_»690—)/0 ,a/
A =
Mg v LR
i =a7 I =MR?/2
a=aj

4 El rozamiento es el responsable de que la
rueda avance

4 Al tener en cuenta los rozamientos (aire, de
rodadura) se alcanza una velocidad
constante

4 Si el par es demasiado fuerte, la fuerza de
rozamiento supera el valor maximo y el

disco derrapa
27’0

Frl = |Mac| =
[Fr| = |Md" | TR

< pu.Mg
29
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Energia cinética

s Solido rigido girando alrededor de un eje fijo de simetria

n n
1 1
EgOt — E 5 m,ﬂj? — E 2 mz(waz = E m; a OJ2 A
1=1 1=1 EO
rot 1 2 a
Bt =2 Ljew
W

s Energia cinética total del sdlido rigido

1 1
Eé t — §MU%M -+ 5163'6(&)2

s Teorema de las Fuerzas Vivas para un soélido rigido

dEéOt = 5Wneto AEEOt — Wneto

31
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Potencia sobre un saolido rigido

s Sélido rigido sometido a una fuerza K P
SW o Fp.df® - AP - D
P=— = — Fb . — Fp.pF
dt dt Prmqe 0 /
Fp
s Solido rigido sometido a un par de fuerzas
L A
P=Fp -5F + Fp, -5 A
:*P.(gOJr@xTD + Fpr - ( "O—|—w><OP/ Fp,l
— (Fo+ Fp)- 50+ 07>>pr+013’pr, <O|
=My -&=M-
s Teorema de las Fuerzas Vivas para un solido rigido Fp = _ﬁp,
Mo =M
dE" = Preta dt AE? = / Preta dt = Wieto
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Energia potencial y mecanica

s Si el sOlido esta sometido a fuerzas conservativas se puede definir una energia
potencial por cada interaccion conservativa

s Para la energia potencial gravitatoria se toma como referencia la altura del CM
s Energia mecanica del solido rigido

1 1
E,=E“"1+U= §MU%M + §I€j€w2 +U

s Silas unicas fuerzas que hacen trabajo son las conservativas la energia
mecanica del solido se conserva
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Colisiones

s En una colision dos objetos se aproximan el uno al otro e interaccionan de manera intensa durante
un tiempo muy corto

s Durante la colision puede despreciarse la influencia de las fuerzas externas y el desplazamiento de
los objetos

a  Solo se tiene en cuenta la interaccidn entre los cuerpos

# Antes y después de la colision la interaccion entre los cuerpos es mucho menor que durante el choque

s Una colision no implica necesariamente contacto entre los cuerpos que chocan

4
mi _ 7y
1\ C U3
~ el - - - LR . ,-~~‘ _____ -
’Ul ,'\'“t ___________________________ "\\
( Colision 1
5 . ’
V2 o el PRt L
my g R e T2
~“~; /
'

Fisica I, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ ur 35



Colisiones

a  Ejemplos

# Colisidon de dos bolas de billar ?7/2
4

. @ ¢
.. o 7

antes colision después

# |Impacto de una bala en un bloque

170 771
— I - R
m M M-+m M-+m

antes colision después
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Analisis de colisiones

s Se considera como sistema todos los cuerpos que intervengan en la colision

s | acantidad de movimiento total del sistema se conserva durante la colisidn, es decir, es
la misma antes y después de la colisidén

s | as fuerzas externas al sistema no se tienen en cuenta durante la colision

s SO0lo es cierto si las fuerzas internas cumplen la Tercera Ley de Newton
s Silas fuerzas internas son conservativas, la energia mecanica se conserva en la colision

s Elastica: la energia cinética total se conserva (billar)

s |nelastica: la energia cinética total no se conserva (cometas, aceleracion de sondas espaciales)

4 La variacion de energia cinética se hace a costa de la energia potencial interna

s  Completamente inelastica: la energia cinética total no se conserva y los dos cuerpos quedan
unidos después de la colision (coche-pared, reacciones quimicas, procesos de captura)

s Coeficiente de restitucion: C_ = -(v, - v, )/(v, -V, )
4 G_=1:choque elastico

4 C_=0: choque completamente inelastico (plastico)
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Choque unidimensional de dos particulas

— —

s Choque elastico P = cte T = cte
Antes
m M P1 = mugl by =0 P =) + Pa = muo?
X
@)
‘_ I 1
" L= = = — T=T,+1T, = —-mv
V1 = Vg Uy = () 13 vao 15 =0 1+ 12 5 0
Después
m M X Dif =muigl Pay = Mugs? P =i+ pay = (murs + Mugs)V
‘+ . o 1 Thr = 1M( )2 T =T +T5 = 1m(v )2 + 1m(v )2
U1 f Uaf Ty = §m(“1f) 2F = g I A A M b MO R )
Solucién Lz S
m =M v1f =10 U2y = Vo
U m = M 2m
Vi =0 1 . . .
Y M m << M v1f ~ —0o (1 —2m/M) Uap = — - To
, 2m
UQf:rUOm_'_MrL m > M Ulf2170<1—2]\/[/m) ?72]022170(1—M/m)
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Choque unidimensional de dos particulas

l

s Choque completamente inelastico P = cte T # cte
Antes
mi ma p1 = mugl 5y =0 P = D1+ Pa = mugt
X
‘_)-"‘ ----- > T, — 1 2 T, — T =T —|—T = lmvz
U1 =0y U =0 1_§mv0 2= : 2
Después
mp o m2 P = (m+ M)vs7
o0 2
B Ty = = (m + M) (vy)
Solucion m=M T = Ty /2 AT = —-T,/2
— m —
Uf = g 7
m+ m < M Ty ~ To(m/M) AT =~ =T1(1 —m/M)
AT — M muv? o
__m_|_M 5 m>>M Ufﬁ’(}o(l—M/m) AT:—Tl(M/m)
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Colisiones no unidimensionales

s En este caso hay mas incégnitas que ecuaciones

17’1’ 77’2 4 incognitas
P = C?e, T = cte 3 ecuaciones

s Hay que tener en cuenta los detalles de la interaccion durante la colision

# Bolas de billar: contacto entre las bolas
s Cometa acercandose al Sol: interaccion gravitatoria

# Reacciones quimicas: interaccion eléctrica

# (Colision de dos coches: deformaciones estructurales
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