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Magnitudes escalares y vectoriales

* Magnitud escalar : queda definida con un numero y una unidad

* Temperatura, longitud, carga eléctrica, tiempo, etc

* Magnitud vectorial: require magnitud, direccion y sentido

% Velocidad, aceleracion, fuerza, etc

* Magnitud tensorial
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Definicidn de vector

9 En Matematicas es un elemento de un espacio vectorial

? En Fisica es un segmento orientado: una flecha
4 Mdbdulo

* Recta soporte

g ., (\C
Direccion > 090/
: ' O\ L7,
* Sentido Sentido  @e©, - 06\0(\\

s o Punto de \ S
Punto de aplicacion aplicacion

) L . /
Representacion: aoa . bd\)\o
- \\
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Vectores libres

? Relacidon de equivalencia: ay b son vectores equivalentes si tienen el mismo

modulo, direccion y sentido

“ Dos vectores libres equivalentes pueden hacerse coincidir si se desplazan en el

"

espacio

i=b
/g'
- d i d

el
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Vectores libres

9 Suma y resta de vectores libres

% Dos vectores

%
% .
b
a
% Varios vectores
_»4 d’ 64
2 a1 + as + as + a
1 2 3 4
N /V s
3 —_— 7
aq ay
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Vectores libres: suma

? Propiedades de la suma

2 Conmutativa

 Asociativa (@+b)+c=a+ (b+
“ Existencia de elemento neutro i+0=a
4 Existencia de elemento opuesto 5 S —

ad+ (—ad)=0
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Vectores libres: producto por un escalar

d

El producto por un escalar es otro vector

/ a /Aa

A >0

d

Propiedades

“ Asociativa respecto al producto por un escalar

a Distributiva respecto a la suma de vectores
a Distributiva respecto a la suma de escalares

s Existencia de escalar unidad
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Bases vectoriales

? Los infinitos vectores que pueden definirse sobre una recta e

pueden caracterizarse con uno de los vectores y un numero = /
1
4 La base del espacio vectorial formado por todos los vectores /
. . . . — aj1uy
contenidos en una recta tiene dimension 1 b
— 01U1

? Los infinitos vectores que pueden definirse sobre un plano
pueden caracterizarse con dos de los vectores no

colineales y dos nimeros Gl
4 La base del espacio vectorial formado por todos los vectores

contenidos en un plano tiene dimension 2

= a1U] + asls
= byt + batio
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Bases vectoriales

¢ Los infinitos vectores que pueden definirse en un espacio tridimensional pueden

caracterizarse con tres de los vectores no colineales y no coplanarios y tres numeros

4 La base del espacio vectorial formado por todos los vectores en el espacio tiene dimension 3

(= a1u; + agtic + asis

b= b1ty + batia + b3tz

11

)
=4
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Bases vectoriales

* Una base en E, es una terna de vectores, B = {v,, v,, v,}, tal que cualquier vector a
puede escribirse como combinacion lineal de ellos
a = a1V + aoUs + a3Us a = [ah as, a3]”B”
4 a, a, a,sonlas componentes de a en la base B

? Para que tres vectores formen una base no deben ser ni colineales ni coplanarios

(linealmente independientes)
4 Ladimensién del espacio vectorial es el nUmero minimo de vectores linealmente independientes

que pueden describir todos los vectores del espacio
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Base cartesiana

Triedro OXYZ
A Z Base ortonormal {7 7, k}
.............................................. ) Componentes de un vector
:’:" — ,:’; ’ —
A p.k A a = ayt+ a, 7+ ak = |ay, a,,a;]

‘P(pa, Py, Pz)

Vector de posicion

...............

Algebra vectorial

Suma de vectores
G+b=(ay+by)T+ (ay + b))+ (a, + b))k

PO =00 — OP = [qy — Py Gy — Py 4o — -]

Multiplicacion de un vector por un escalar

—

A= (Aag)T+ (Nay) 7+ (Nay) k

R 13
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Producto escalar

Sl

4 Definicidon

a-b=|allblcosd 0

Q

4 El resultado de la operacién es un escalar

S

0> m/2

b 0 <m/2 b
§ ~ 0 ~ 0=m/2 =
a-b>0 - a-b<0 5757&()’

4 Expresa de modo sencillo la condicién de ortogonalidad, distancias y angulos

ST
—
S

S]]

Qy

4 Permite calcular la proyeccion ortogonal de un vector sobre una direccion, representada por un

vector unitario Y
!
| =1 LN

BN
a

d-u = 1|d| cos = proy z|d] .
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Producto escalar: propiedades

4 Asociativa resp. prod. por un escalar (a@)-b=a- (ab) = a(a - b)
®  Conmutativa a-b=>b-a
* Distributiva resp. a suma i-(b+d)=a-b+a-c
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Producto escalar: calculo en una base ortonormal

? Los vectores de una base ortonormal son mutuamente perpendiculares y de médulo

unidad

4 Ejemplo: base cartesiana

k rr=1  7-7=0, 1-k=0:
77=0, 7-r=1 7 k=0
k-7=0, k-7=0;, k-k=1

|
|

? Producto escalar de dos vectores expresados en una base ortonormal

QL

:axi’—l—ayj’—i—az/g .
= a-b=a,by +ay,b, +a,b,

b=b,7+ by T+ bk
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Producto escalar: aplicaciones

4 Mobdulo de un vector

@] = Vad-d=/ai +ai + a3
9 Distancia entre dos puntos

a(P,Q) = |PQ| = \/ PG - PG —

— \/(Qx _px>2 + (q:y - py>2 + (CIZ _pz>2

> Define una métrica del espacio

4 Angulo entre dos vectores

b azby + a,b, + a,b,
cos = - = )
bl Ja2 + a2 + a2, 82 + 83 + 02

S]]

S

? Vector unitario paralelo a uno dado

. a

-
a

2 2 2
\/ax+ay+az

)

18
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Producto escalar: aplicaciones

9 Componentes cartesianas de un vector

i=(a- )T+ (@ )7+ @ k)k

oy Qy a
4 Cosenos directores

cosozx:—:’?

COSOéy:—.:F

cosozzz;zﬁ

COS™ Qi + cos? Qy + cos?

\V)

a, =1

19
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Producto escalar: ecuacion de un plano

¢ Punto por el que pasa el plano AZ -
N B B . N
OP1 :$12+y1]‘|‘21k
P
. ‘ Py
Vector normal al plano R
— — . l' Py P
N:a/;—|—b]_)—|_6k I \ ‘ ’¢"
OP, . T
4 Punto genérico del plano X O? >
. Y
OD = o T+yr+ 2k

¢ Condicion para que el punto P esté en el plano

N-PP=0=>N-(OP—0P,)=0=N-OP=N.OP,

4 Ecuacién general del plano
a(r—x1)+bly—y1)+c(z—21) =0= ax + by + cz+ (—axy + by1 +cz1) =0
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Producto vectorial

4 Definiciéon -
. } axb A
|d x b| = |d||b|sen @ T

Sl

S|

—

sentido : regla de lamano derecha (@ — b)

s Elresultado de |la operacion es un vector

s Escrituraalternativa 2 <« p—= g A b

s Permite expresar de modo sencillo la condicion de paralelismo
s Permite construir rapidamente vectores perpendiculares

s Extrae la componente perpendicular en una proyeccion ortogonal
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Producto vectorial

¢ Condicién de paralelismo

@l b= senf =0

b b
<:>Ei><5=0 e=0/ O=m
a,b+#0 g
a -,
a

9 Permite calcular la componente perpendicular de la proyeccidn ortogonal del vector sobre

una direccion

"l,_l:| =1 /ﬁ’/,&j\\v‘i < r[[| — |C_L'| sen 6
0

@ x u| = |d| |u|sen = |d@|sen 6 =

a
4 La otra componente la da el producto escalar

A x"'
y,c ' /@\'
0) '¢ \“ +
. \

>

—

.
.
‘d
.
’
’
.

a
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Producto vectorial

4 Area del paralelogramo que forman dos vectores

Area = |a@|h = |a@ x b

@x b\ |d@xbl

h=|blsend = |b] [ =
] [b]
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Producto vectorial: propiedades

 No es asociativo Ax (bxd) £ (@xb)x&e

4 Anticonmutativa dxb=—-bxa

4 Asociativa resp. al prod. por un escalar (ad) x b=a x (ab) = a(@ x b)
“ Distributiva respecto a la suma i x (g+ &) = a x b+adxé
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Producto vectorial: base ortonormal dextrogira

4 Productos vectoriales de los vectores de la base

“ Ejemplo: base cartesiana

k 1 X 1= 0; TX =
IxX 1= —k; TX =
kX1=7; kX 7=

S
|

“  Expresion del producto vectorial en una base ortonormal

&’:axi’—kayj’—kaz% . 7
» =>aXb=1| a,
b=0b,7+b,7+0b.k | by
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lg; 7 X lg:—ﬁ
0; Fxk=71

—1; kxk=0

7k

Gy Ay

b, b,
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Producto vectorial: ecuacion vectorial de una recta

[

Punto por el que pasa la recta
— . . N
OP1 :w1@+y1]+21k

4 Vector director de la recta
P=al+B7+vk

4 Punto aenérico de la recta
O? =xi14+yjr+ zk

[

Condicion para que el vector P, ?’ sea paralelo al vector director
— -
17><P1?3:O:>17><(57’—0P1):O:>D’><(‘)?3:ﬁ><0P1

[

Ecuaciones de la recta
r=x1 + \

2 2 _T—I Y— zZ— 21
(@ 5 fy
z2=21+ \y
Vectorial Paramétricas Continua
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Producto mixto

4 Definicion: involucra tres vectores @ - (b X C)

a El resultado de la operacion es un escalar

a El valor absoluto es el volumen del paralelepipedo

bx &
A Y el
, -l ==y ”
Volumen @: Area Uh T o K
4 ’
. = Volumen=m=hlbxd =a-(bxd)| N /7 Jredacay
h=lg. 09 -
LR b Areaﬂz b x ¢

4 Condicion de coplanariedad

L7 Tres vectores forman

a-(bx2)=0 . una base si y solo si
= a,b,¢ son coplanarios su prcl)ducto mixto es

LT LR no nulo

a,b,c#0
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Producto mixto

?  Propiedades

s Permutabilidad ciclica i-(bx@)=b-(Exad)=¢c (@xD)
@ Permutabilidad aciclica a - ([; X C) = b (@ x ©)

? Expresidon en una base cartesiana

i-(bx@&=|b, b, b,
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Producto mixto: ecuacion de un plano que pasa por tres puntos no alineados

¢ Puntos por los que pasa el plano
A <2
Pi(x1,11,21)  Pa(wa,y2,22)  P3(23,93, 23)
¢ Punto genérico del plano P PLi zﬁ
1
| P
; ~ e -
P(z,y,z)
—
PPy P
4 Condicién de coplanariedad >
X O Y
PP . (PP, x P,P;) =0

¢ Ecuacién del plano

r — I Yy—uy Z— 2
To—21 Yo—Y1 2z2—21 | =0
X3 —x1 Y3 — Y1 <R3 — <1
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Doble producto vectorial

d

Definicidn: involucra tres vectores

ixGxa=| P ¢ =@ ab-@he
ixExd=| 5 (@*.5)|( ?)b— (@ b)

“ El resultado de la operacion es un vector

? Aplicacion al desarrollo del producto escalar de dos productos vectoriales

—

(@xb)-(Exd)=@xd)-(@xb)=¢[dx (@xb)]=(@-&b-d—(@-d)b-e

4

Resolucion de un sistema de ecuaciones vectoriales

Txda=b ix (Zxad)=axb=|a’Z—(Z - A)a=axb
T-d=o l
} 5xg+a6
T = =
alz - lal?
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