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Momento angular de un sistema de particulas respecto a un punto fijo

s El momento angular (o cinético) del sistema respecto a un punto es la suma de
los momentos angulares de cada una de las particulas que lo componen

respecto al mismo punto

mn mn n
_)S’I:S e — — — —
Lo :E LOi:E TiXpi:E Tix(mz'vi)
i=1 i=1 i=1

s Para un sistema continuo

EgszfdfO:/Fx dﬁ:/f’xﬂ’dm
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Relacion entre momento angular y rotacion

s Movimiento circular de una particula iA
0P — . 7
OF =r= R4, . Lv

; ¥
— SN — < O f"*{_@(t) /U D
v= ROty = Rw iy ! “"AX P
ar = ROup = Rauy S0k F_ir

s Momento angular de la particula
Lo = OP x (m?@) = mR*0k =mR?>wk
s Momento de inercia de la particula respecto a un eje
Lo=13 I = mR?
El momento angular describe el movimiento de rotacion alrededor de A
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Relacion entre momento angular y rotacion

s Rotacion de un disco EA

— o = ﬁ

w=~0k “ dLot = P UO»T
: O =80 dm

U:&XO?’ZTQUQ : '

s Momento angular del disco

EO:/dEO:/dm@xﬁzfdmrzégz /dmfr2 W
S S

S S
s Momento de inercia del disco respecto al eje A
Lo=1I1p& IO:/dmr2

;. Son siempre paralelos?
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Rotacion de un solido alrededor de un eje fijo: eje no de simetria

s Vector rotacion o= w(t)k A
1

[

Momento angular respecto a O :
U1 | = U] = dcosaw :

Lo = 2mwd? cos a(—sen a7+ cos a k)

B

L,y o NO son paralelos

|3

Se puede construir una relacion lineal

—

Lo=1p-&

<~ .. ......... 4
s Io esel Tensor de Inercia, o Matriz de Inercia «
@ Su papel es similar al de la masa en el movimiento 5‘ Lo
. O
lineal
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Momentos de inercia de cuerpos continuos

s Momentos de inercia respecto a los planos cartesianos

I :/dmx% I :/dmzzz% I :/dmxg

s Momentos de inercia respecto a los ejes cartesianos

14 :/dm (x%—l—a:%)

I = /dm (23 + x3)

133 = /dm (CU% —|-CC§) Xq
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Momentos de inercia de cuerpos continuos

s Momento de inercia respecto del origen

IO:/dm(x%+:U§—|—:v§):/dmr2

s Relaciones entre los momentos de inercia

111 = I + I3 A .

Ioo = 11 + I3 \

I3z = 11 + 1> i '

Io = (111 + I + I33)/2 r1/ 0 X,
s También se usa la notacién con OXYZ Xt """"""""""""

1l —=x 2 =y 33—z
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Productos de inercia de cuerpos continuos

s Productos de inercia

Pio = /dmml o

Pi3 = /dmaﬁl T3

Posy = /dmxz 3

s Pueden ser negativos

s Los momentos son siempre

POSItivoSs
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Tensor de Inercia

. Iy —Pi2 —Pi3
Io=| —FP  Ilxp —1Pag
 —FP51 —Ps2 Isz3

s Essimétrico FP;; = Pj;
s Es diferente para cada punto del sélido (campo tensorial)

s Es independiente de la base que se use

s Aunque los coeficientes dependen de la base que se use

s EXxpresion en forma de indices

I, = /dm (r267;j — ;%) i, =1,2,3
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Relacion entre momento angular y tensor de inercia

s Dado un solido con un punto fijjo O y vector rotacion w

s También es cierto respecto al CM, aungue no sea fijo

—

< —
LG — IG v
s En general el momento angular y el vector rotacion no son paralelos

" J)’T .

—

Lo v,

R
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Calculo con diadas

s Vector y su traspuesto

a1
a= [&1,&2,&3] C_L)T — a2

s |as dos formas son equivalentes (en coordenadas cartesianas)

s Sies necesario, se indica la base con un subindice  a@ = |ay, as, asl;

s Producto escalar de dos vectores

bl 3
6'526'5T:[a1,a2,a3] b2 :Zazbz
bg 1=1
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Calculo con diadas

s Producto diaddico de dos vectores

a aiby aiby aybs
—)_) —)T_’
ab=a b= as [bl, b2, bg] = CLle &2[)2 a2b3
as a3b1 agbg a3b3

s No hay puntos entre los vectores
s Es untensor

s No es conmutativo

s Producto escalar de un producto diadico por un vector

(@b) - & = (ab)-é¢=a(b- e
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Calculo con diadas

s Tensor unidad

o
St
Q
S

I
St
QU
|
QY

U

]
o O
O = O

-

—_
Stk
St

I
ST}

s |ntegral de una matriz

( / dmz)ij _ / am (Ay)

s Tensor de inercia con diadas 7 = [z, T2, x3]
<+~ <+~ 5 o
Io=U | dnr“— [ dmrr
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Teorema de Steiner o de ejes paralelos

s Para momentos de inercia

a3
Li(A) = I;;(G) + M d;, o q

s Para productos de inercia

. . . X1
s Generalizado (para el tensor de inercia)

R = AG = [Ry, R, Rs)x, x. %)
L;;(A) = I;;(G) + M[R*6;; — R;R;]

T4 =Ig+ M[RU — RR

s E| sentido de R no afecta al resultado
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Momento de inercia respecto a un eje

s Momento de inercia respecto a un eje

1A(0) = / ama®(® |

s Teorema de los ejes paralelos

[A(O) = [A(G) + M d?

s | (O)esunejeparaleloal (G)y d es ladistancia entre ellos

s Teorema de los ejes perpendiculares A X3

133(0) = 111(0) + IQQ(O)

s Solo para figuras planas ’/ O ‘;(
2
X1
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Momento de inercia respecto a un eje

s Momento respecto a un eje cualquiera A

en funcidon del tensor de inercia

:(0)=i-To-AT =7/ Io -

s Demostracion

i-lo-d=-U- n/dmrQ—/dmﬁ-fFF-ﬁ
:/dm( — (7))
_ 2 R o
—/dma i-U-i=i-(U-A)=7-7=1
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Momento de inercia respecto a un eje
s Radio de giro de un solido respecto a un eje A

In
M

# Una masa puntual M situada a una distancia K del eje, o una cascara cilindrica de

K =

masa M y radio K, tienen el mismo momento de inercia respecto al eje que el solido

A A A
M IY; M

s Se usa para dar el momento de inercia respecto a un eje de solidos con forma

complicada K = [\ = MEK?2
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Ejes principales de inercia

s Los coeficientes de la matriz de inercia dependen de la base que se use

s La matriz de inercia es simeétrica con coeficientes reales

s Es diagonalizable y los autovalores son reales

s Slempre se puede encontrar un sistema de ejes perpendiculares en el

cual la matriz de inercia es diagonal

o Ly Lz I3 Iy 0 0
]O = 121 122 123 — 0 ;2 0
RE LT E R £ = N I U U Y

s I, son los autovalores de la matriz: momentos principales de inercia

s U’ son los autovectores de la matriz: direcciones principales de inercia
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Ejes principales de inercia

s Los autovectores son los ejes principales de inercia (o direcciones de

Inercia)

s Sj el cuerpo gira en torno a un eje principal de inercia, el momento

angular y el vector rotacion son paralelos

<

Io - (wiy) =

Ad

Io-(

<

Io-(
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Ejes principales de inercia: propiedades

s Siu,_es direccion principal de inercia en A entonces Pr(A)=0 Vi

s Todo eje baricentral que es E.P.l. en un punto lo es en todos

s Todo eje que es E.P.l. en dos o0 mas puntos es baricentral

s Un eje baricentral es E.P.l. en un todos sus puntos o en ninguno

s Un eje no baricentral es E.P.l. en ningln punto o s6lo en uno
s Todo eje perpendicular a un plano de simetria es E.P.l. en el punto de corte
a2 Todo eje de simetria es E.P.l. en todos sus puntos

s SOlo para solidos planos

s Todo eje perpendicular al plano del solido es E.P.l. en el punto de corte

s Si A es un punto del sélido y AX, la direccion perpendicular se tiene

" Ii I O
Ipo=| Iia I O I3z = 111 + Iao
0 0 Is3
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Ejes principales en el CM para algunos solidos

s Paralelepipedo con tres caras diferentes

X3
S T O o
0 0 Is3
Xo
CR. s Parauncubo [1; = [oo = I33
X1

. I1;7 O 0

IG = 0 Ill 0

- - o
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Ejes principales en el CM para algunos solidos

s Placa rectangular

X3 i O 0
o= 0 Iss 0
0 0 I + 12

Xo
G s Para una placa cuadrada
Xl\
. Iy O 0
IG — 0 111 0
0 0 2y
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Ejes principales en el CM para algunos solidos

s Cilindro
X3

. Iiiy O 0
Il = 0 I;; O

0 0 I35

Xo
G s Hay un autovalor doble
X s Todas las direcciones
1

perpendiculares a X, son E.P.I.
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Ejes principales en el CM para algunos solidos

s Varilla de grosor despreciable

X3
. Iy 0 O
Ig = 0 Ii1 O
0O 0 0
Xo
G
s Es un caso degenerado: |, .=0
X1 s Todas las direcciones

perpendiculares a X, son E.P.I.

s Solo tiene 5 grados de libertad

Mecéanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ Ty 32



Ejes principales en el CM para algunos solidos

s Esfera
X3
. I7/ 0 0
Ia= 0 Ii;;y O
. 0 0 Iiq
| X
s | os tres momentos principales
son iguales
X1 s Todas las direcciones son
E.P.l.enG

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 E s 33



Calculo del tensor de inercia en G para una esfera hueca de radio R y masa M

a Utilizamos simetrias

A3 I = (111 + I22 + Is3

2
)/ — 14 :2[(;/3
I11 = Iyo = Is3

ngfpmm#:R{/mm:MR2
M

; X2 ,

' IH:§MR2
251 L 1 0 0
Ic==MR?*| 0 1 0
3 0 0 1
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Tensor de inercia en G para una esfera maciza de radio R y masa M

s Utilizamos simetrias PM = 1IR3
T
X3 I = (111 + I22 + I33
I11 = Iyo = Is3
i | [G = / meQ
P dn M
7 X2
R
Io = /dTpM47T7“4
Xq 0
2 2
Iy = MR
5)
N 2 1
Ig=-MR*| 0
D 0

2
>/ | — 14 :2[(;/3

dm = ppdV = pardrridr

3
= “MR?
5

o = O
_ O O
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