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Introduccion

s Cuando se acoplan osciladores, el sistema presenta nuevas frecuencias de

oscilacion diferentes a las propias de los osciladores por separado

s En el acoplamiento débil entre dos osciladores se produce un trasvase peridédico de
energia entre los osciladores

s Cuando se perturba ligeramente un sistema mecanico en equilibrio, el
movimiento resultante es oscilatorio

s Los sistemas complejos tienen diferentes frecuencias de oscilacion: los modos
normales
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Osciladores acoplados

s  Consideramos dos muelles de constante k

acoplados por otro muelle de constante k

s La posicion de las masas se determinan

respecto a las posiciones de equilibrio

a Segunda Ley de Newton aplicada a cada masa

(1) = miy = —kxy + ko(z2 — 1) mi1 + (k + kq)x1 — kgwo =0
I

(2) — mil§2 —= —k.TQ — k‘a(QjQ — .flfl) mx2 —|— k‘a)xQ — kaajl — O

s Buscamos soluciones oscilantes

z1(t) = Bie | (k + ko — mw?) —kq ] [ By ] _
. 2 B
To(t) = Boe™* —a (ko ko = me’) Be

o O
I
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Osciladores acoplados

s Para que haya soluciones no triviales el
determinante de la matriz de coeficientes

debe ser nulo

(k + ko, — mw?)? — k2 = 0 s < m

@ Aparecen dos frecuencias caracteristicas

s Sifijamos una de las masas (por ejemplo x,=0)

. [k + kg
mxi + (]C + ka)azl =0 ‘ wo = _7:7/

s E| acoplamiento desdobla la frecuencia del wo

sistema con una sola masa w9

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @ uF 6



Osciladores acoplados: coordenadas normales

s Hacemos el cambio de variable pooma o g g
M =T — T z1 = (2 +m) /2
N2 = T1 + T2 vy = (12 =) /2

s Segunda Ley de Newton sobre cada masa
miy + (k+2ky)n =0 @ Ecuaciones diferenciales desacopladas

mip +kny =0 s Equivalente a dos MAS con w,, w,

a  Solucion general

| | k4 2k,
m(t) = Cfe™t + Cre ™t Wi =\ T

. . k
B(t) = CF et + O emiont o=y E
m
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Osciladores acoplados: coordenadas normales

s  Sient=0tenemos

21(0) = —z2(0) 72(0) = 0
‘ : ‘ 2 (t) =0
x]_(O) = [L’Q(O) — O 772(0) = O - CUl P L2
s SOlo aparece la frecuencia w, x1(t) = —x2(t) Modo antisimatrico

s §Sjen t=0 tenemos

21(0) = z2(0) m(0) =0
=) mm) (¢ =0
#1(0) = i2(0) = 0 7m(0) =0
a Solo aparece la frecuencia w, x1(t) = z5(t) Modo simétrico
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Acoplamiento debill

s Supongamos k, <k ) <= Ka <1

2k
k ko \ M2 k k »
wo = —(1—|——) ~4—(1+e) mmp /—~wy(l+e) " ~wy(l—e)
m k m m
k 2%, \"? [k
Wy = E<1+ k) ~ E(1—|—45)1/2:w0(1—5)(1—|—2€)zwo(l—i—e)
k
Wo = El’@o(l—g)

s Las dos frecuencias estan muy préximas a o,
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Acoplamiento debill

s Supongamos z1(0) =D, xz2(0)=0, z:(0)=0,

11(0) =

1(0) = mm) 1) (t) = D cos(w;t)
12(0) = D

7 (0) = 0 mm) 1)5(t) = D cos(wat)

s Recuperamos x,

1 _
1 = = (m +n2) = Dcos (%t) COS (Mt>

2 2
cosa + cosb = 2 cos (a_—b) cos <a+b) cosa — cosb = 2sen (a+b> sen (b—a)
2 2 2 2
xr1 = D cos (ewgt) cos (wot) 1 1
cwp Kwp ) — > —
ro = Dsen (ewot)sen (wot) Ewop  Wo
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Acoplamiento debill

s |La energia se transmite de un oscilador al otro alternativamente
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio
s Sistema holonomo, escleronomo, conservativo, independiente

O

>
i = 73 (qk) U; = Ui (qk, k) Y
N -
{a1,92} = {01,062} r=2 Ny = 2 my "
7 = LcosO; 7+ Lsenfy 7
X 02 L
79 = L(cos @1 + cosf3) 7+ L(senfy + senby) 7 \/ i Mo
s La energia cinética tiene la forma genérica
T
. 1 .. - or or
T'(qr) = Z 5Mij4id; mij(ar) =Y piu <6—%> - (6’—%) = m;(qk)
1,7=1 =1
5 o 5 .. mL2 o
T =mL“07 + mL* cos(01 — 62)010> + 5 05

s | a energia potencial depende sélo de las coordenadas

U = Ul(qk)
U= —mgL (2cosf; + cos )
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio

s Cerca del equilibrio (g,=q,°) U puede aproximarse 0 >
Y
0 S
por Taylor 0 N L o
T mi
oy
U Ueq + ¢4
; i eq Z 8qzaqﬂ eq X O\
_ -
s |as derivadas primeras son cero en el equilibrio
. : L
a El valor constante U_, puede eliminarse cambiando la U ~ mgL? + mg —203

referencia de energia potencial

s Cerca del equilibrio (oscilaciones pequenas) la energia potencial queda

—~ 1 "L 92U
]z::l o id il / Z 0q;0q;

s Los A, son nimeros, no funciones
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio

s Cerca del equilibrio (q,=q,°) m, también puede 0 >
Y
aproximarse por Taylor 0N 1 7
\J
‘ T ma
om
~ o €4 ] ~ €4 :
mw—mz‘j+§: P Ip = Mi; o\ L
" 7 " m2
s  Guardamos los primeros términos no nulos
. . : .. mlL?.
s Los m*, son numeros, no funciones T ~ mL?*0? + mL?0,0, + : 02

a Cerca del equilibrio (oscilaciones pequefias) la energia cinética queda

— 1
. o eq <
T(qr) = E sz‘j 4iq;
i,j=1
s Los m*, son numeros, no funciones

8 Son simétricos
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio

s Ecuaciones de Euler cerca del equilibrio 0 >
Y
d (0L oL d /[oT\ 00U O\L G
— | —=—=0 =) — |+ —=0 m v
dt \9q, ] 0q, dt \9¢, /) ~ Oqg, :
9 L
d (0T S Yy 7
dt (8@ > =2 migi) e
k j=1
oU &
B > Aig . .
9k =1 k=1: 2mL*0; +mL?*0y +2mgLh; =0
1 k=2 mL20, + mL%0y + mgLfy = 0
> (mi‘;dj + Aquj) =0
j=1
= 1, T
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio

s Buscamos soluciones oscilatorias

n
(wt . 2
¢j(t) = aje’ @) Gj =—wq; mmy > Apq; = w’mile
j=1
s Problema de autovalores generalizado k=1,....,n
(Aij) g = w* (mf]) g [Aij —w?mil| =0 wmp o

s |as matrices son simétricas definidas positivas, o sea, los autovalores w? son reales

@ Se obtienen n frecuencias caracteristicas del sistema (puede haber degeneracion)
2mgL 0 a1 | o 2mL? mL? aq
0 mglL as | “ mL? mL? ao
w1 =1\/2+V2+/g/L=1.85\/g/L
wy =1/2—v2+/g/L=0.77\/g/L

=0 mm)

2mgL — 2w*mL? —w?mlL?
—w?mlL? mgL — w?*mL?
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Modos normales para oscilaciones pequenas cerca del equilibrio

a Al ser las matrices simétricas definidas positivas se puede hace un cambio de
variables para que sean diagonales: son los autovectores del problema

s El sistema se puede tratar como n osciladores (modos) desacoplados

n > 2
15 +w-77j =0
QkZE AkjT; _ !
j=1 17=1,....n

s |Los autovalores y autovectores del problema son las frecuencias y los modos
normales, respectivamente

2mgL 0 ar | o 2omL? mlL? a1
0 mgL as - mL? mL? as

v =[-1,v2 m = —0; + V205

)

Vo = _17 \/5} N2 = 01 + V205
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Modos normales del péndulo doble
w1 = 1.854/¢g/L we = 0.77+/g/L

m = Acos(wi?) Ny = Acos(wat)

772:0%92:_91/\/5 771:O—>92:91/\/§
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