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Movimiento relativo: traslacion

Trayectoria del coche vista
desde el suelo

Trayectoria del coche vista
desde el tren
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Movimiento relativo: rotacion

Trayectoria del coche vista
desde el sistema que gira
con la plataforma

ANyt
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J
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Trayectoria del coche vista
desde el sistema fijo al suelo
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Movimiento relativo: aplicaciones

a N
Rotacion de la Tierra
Un sistema solidario a la tierra
es un sistema en rotacion
L Y
(

Composicion de movimientos

El movimiento de un punto de
la hélice se describe mas
facilmente intercalando un
sistema de referencia auxiliar

\_
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Derivacion temporal en triedros moviles: formulas de Poisson

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll,

El vector a(t) se mueve solidariamente con el
solido (triedro) O

i=QDb =P 7@

a

Q.

o1 €s el vector rotacion total instantaneo del
movimiento del solido 0 respecto al soélido 1

La formula también funciona a la inversa,
suponiendo el sélido 0 en reposo y el 1 moviéndose

d—g — G0 X b
dto_ 10

ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 & ¥



Derivacion temporal en triedros moviles: formulas de Poisson

Los vectores de la base del triedro 0 se mueven
respecto al triedro 1

d2g

dt

— Wwo1 X 10 _d = wo1 X Jo —
1 1

= (.301 X k()

Un vector cualquiera puede expresarse en los dos sistemas

Aty = AP )i + AV 7 + AV (k= AL (8)7 + AV ()70 + AL (1) ko

Variacion temporal del vector A(t) respecto
al triedro 1

dA(t)
dt

dA(¢)

S0 X A
a | o

0

1

Variacion temporal del vector A(t) respecto
al triedro O

dA(t)
dt

dA(t)

— S0 X A
1 + W10

1

0
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Derivacion temporal en triedros moviles: formulas de Poisson

Notacion en forma de operador

+ W1 X
T 01

0

Notacion en forma de operador con subindices
generalizados

dt

+ Wiz X
i
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Notacion y definiciones

Cada solido rigido es un triedro infinito, tenga o A X 42,
no partes materiales
Al moverse, los solidos se "atraviesan” Q k >Y1 O
unos a otros A
Cada punto geomeétrico del espacio pertenece . %
simultaneamente a todos los soélidos definidos - O, A
En cada punto geométrico del espacio se Pre o F, “ Ny o
superponen en cada instante varios puntos 24 2
En el instante posterior, cada uno de esos ‘Xo 42,
puntos superpuestos se mueve con su _ 0
sélido correspondiente i o, Y, © >
Y,
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Notacion y definiciones

{ii} mov. del solido "i” respecto al sélido observador "j’

Magnitudes cinematicas

Wi;  Velocidad angular del sélido “i” respecto al “j”
@ij  Aceleracion angular del sélido “i” respecto al “j”

Ti;  Vector de posicion del punto P perteneciente al solido “i” respecto al solido “j”

v;;  Vector de velocidad del punto P perteneciente al solido “i” respecto al solido “j”

a;;  Vector de aceleracion del punto P perteneciente al solido “i” respecto al solido “}”
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Notacion y definiciones

Si solo hay tres solidos

"1" solido de referencia
"0” solido intermedio

"2” solido problema

dis; ds; ddda;
—P —P — 21 P —21 9 v =
{21} mov. absoluto T51 U1 T gy 1 I =~ 1 Wa1 Q21 at |,
dil dvl dcdsy
: _p ~p _ 4TIy -p _ 4Y0 - A 0
v = a = w (87 =
{20} mov. relativo 50 20 a |, 20 a |, 20 20 a |,
drd dvl; da
P —-p _ Y701 ~p _ 9Up; - L dwor
{01} mov. arrastre To1 Vo1 T gy 1 A1 =~y 1 Wo1 Qo1 ar |,
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Notacion y definiciones

Para dos solidos geneéricos “i”,

drt? dv?; dw;
17P — ¢ C_L)P _— t (32,1,'7 pu— ¢
i dt ij dt dt

Campos de velocidad y aceleracion

C_I;Z? = df; —|—O_é)w X Cﬁ)‘l—@w X (C‘—jzg X Cﬁ)

El movimiento entre dos solidos se puede descomponer en dos movimientos
introduciendo un solido intermedio

{ij}={1k}+{kj} Leyes de composicion
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Composicion de velocidades

En un instante dado

Olfé = 010\ + ()[‘é

Esta expresion no es derivable en el tiempo

El punto P no esté asignado a un solido
determinado

Para cualquier instante

P ~O P
o1(t) = 751 (F) + 720(t)
Cada uno de los vectores esta asociado a un punto de un sdlido

Esta expresion es derivable en el tiempo

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 16



Composicion de velocidades
Derivamos respecto del tiempo

dr20( )

d7“21() _ df(())l(t)
dt 1 dt |4

Ua1 () = 1 (2)

U1 (t) = U5 (t) +  Uao(t) + Fo(t) x g

|

dTQO( )
dt |,

—|—(301(t) X FQPB

Uz (t) = U5 () + Tz (t) + Fou (£) x g

Con validez instantanea

P
7”20 = 7’00 = OP == Uy = U20 + U01 + Wo1 X Tog

U + Got x OF

~p
Uo1

Derivable en el tiempo

—

No derivable en el tiempo

~p
Vg = U20 =+ U01

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ Ty
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731(1) 03)
»  _p A “
Y1T2O(t) X2 Y2
_>
‘Xo OP
\N
»
Y0
—P
Vi = v ik T vkj
P P
Uik = — Uk
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Composicion de velocidades angulares

Ley de composicion de velocidades
—P P | =P

Vg1 = Vgg + Vg1

Ecuacion del campo de velocidades

?731+Q21X6?:?7%+@20X5?)+68+0301X0?

Reagrupando
>4
’17201—170—’170014—(&_)’21—(320—6301))(0?:0 (VO—}>)>

7

Ley de composicion de velocidades angulares

[ o1 = Wap + Wo1 ] [ Wij = Wik + Wi ] {ij} = {ik} + {kj}

Esta expresion es derivable en el tiempo

Tomando i=j Wi = 0=y + ki =p [ Wik = —Wki ]

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 18



Composicion de velocidades: traslacion

Coche respecto al paso a nivel {21}
o1 =0 Ty = Ve J1 = Ve Jo

Tren respecto al paso a nivel {01}

wo1 =0 Upp = Uy = Ve 11 = Ut 1

Coche respecto al tren {20}

0 X 0 . . . S ~

1 2 Wo1 = W20 + W01 e wap = 0

8 =0l 45 ey |G =T — T = 00 + ve 0
Trayectoria respecto al suelo
p Y1 P
- ’ . r31(t) =0 -—
0 Yo1 (1) = vt
\/
X
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Composicion de velocidades: traslacion

Coche respecto al paso a nivel

T = Uy, wo1 =0 Vg1 = Uc J1 — Ve Jo
4 Tren respecto al paso a nivel
wo1 = 0 Vg1 = Upp = Vi1 = Ut 0
Coche respecto al tren
XO
1 2 Wo1 = W2 + Wo1 — (320 =20
Ugp = Ugg Vg1 === |Uyp = U3y — Vg1 = —Vt 10 + Ve Jo

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 20



Composicion de velocidades: rotacion

Plataforma respecto al suelo {01} Coche respecto al suelo {21}

(,301:(,0121:(,0]20 ?7001:6 521:QQQ+501:WEO —

(G = o)

Coche respecto a la plataforma {20} 21— 720 0 701

G0 =0 b = .7 I 175)1+¢601><0?:
Distancia recorrida sobre la plataforma = X or [ 77212 = V0 + Wt Jo ]

= (wko) x (d(t) %)
d(t) — Uct — wvctjb

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 21
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Composicion de aceleraciones

Ley de composicion de velocidades derivable en el tiempo

775(75) = Uzo( ) + Uo1 + o1 (t) x Fé%(t)

Derivacion respecto del tiempo desde el solido “1”
e |, dt |, dt |, dt |, dt
4ot drt
a1 = 4+ a 4+ ap1 XTr + wp1 X
dA®t)|  dA(t . -
e |~ 0+“°1XA
a§1 = 20 + W1 X 1)50 + ag)l +  «Qp1 X 7“50 + W1 X 20 + Wo1 X 7“50
dt |, dt |,
@ = by, +Go1 XU+ Ao+ dor XTay  +@or x ( Udy 4 Dor X 7hy)

P P : .
[a21 = a20 + a01 + do1 X r20 + Wo1 X (Wp1 X r20) + 2Wp1 X v20] Derivable en el tiempo

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 23



Composicion de aceleraciones

Buscamos una expresion mas sencilla en términos de

composicion de movimientos

=P

Validez instantanea

7"20 = O? = 7"00

—P

P ~p
@y = Gy + dhy + 201 X Tag

Teorema de Coriolis

P _ ~P
i = azk—l—ak] + 200k, X Uy,

{ij} = {ik} + {kj}

Tomandoi=j a; =0= al +ar + 20 x v

— [ aP P

ik —Qp;

y

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ Ty




Composicion de aceleraciones angulares

Ley de composicion de velocidades angulares

W21 = Wy + Wo1

Derivamos respecto al tiempo desde el solido “1”
d(,(_))Ql - dQ_J)QO + d(x_))()l
dt |,  dt dt .
1 1 1 020
. dddag . ddag . . .
2] = + ap1 = + Wo1 X Wao + Qo1
dt |, at |,

Ley de composicion de aceleraciones angulares

[5521 = Qlgg + Qo1 + W1 X Wao ] [55@'3' = Qi + Ak + W X @zk] {ig} = {ik} + {kj}
. . S ., . L 0 - —
Tomando i5j a;; = 0= a;p +ag; + wM{ —) [ A — — Ok ]

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 25



Composicion de movimientos

! Velocidades

Uz (t) = Vs + Ugy + Wo1 X Taq

, — — — — P - P
[lnstantanea 21? — UQI(D) + /UOP; ] [Uz'j = — Uy ]

\_ J
4 . )
Velocidades angulares
o1 (t) = Wao + o1 [wij = —Wji ]
\_ J
4 . N
Aceleraciones
Uy (t) = yg + Aoy + Qo1 X Tog + Go1 X (Do1 X Tgg) + 2001 X Tgg
, — — — — — P - P — P
[Instantanea a£ = a21(3) + a(ﬁ + 2wo1 X Uy ] [aij T ]
\_ J
Aceleraciones angulares
Qo1 (t) = dap + o1 + Wo1 X Wao [&ij = —Qj; }
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Pares cinematicos

r

~

El solido rigido libre tiene 6 grados de libertad

La reduccion cinematica en cualquier punto tiene 6
componentes independientes

(G179}

El solido rigido vinculado tiene sus movimientos
limitados, por tanto tiene menos grados de libertad

El numero de componentes independientes de la
reduccion cinematica es igual al niumero de grados de
libertad

Un par de sdlidos vinculados y en movimiento relativo
es un par cinematico
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Solidos en contacto puntual (par esférico instantaneo)

Las superficies de los solidos estan siempre
en contacto puntual

 es el plano tangente comun

[
/—/Hd —
— _ O —p1v
W2l = Wy T+ Wy
|| ™ 1
— A
-0 __ —des n
Ugy = Uyy +0

W21 rodadura: es la componente de la rotaciéon paralela al plano

piv

Wy, pivotamiento es la componente de la rotacion perpendicular al plano

vsies  es la velocidad de desplazamiento, paralela al plano

La semiesfera tiene 5 grados de libertad

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @u}r 29



Pares cinematicos: ejemplos

Par
cilindrico

("_))21 - [07 O7wz]

U21 — [O, O, UZ]
Cojinete de
sustentacion

2 grados de
libertad

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ﬁ@“

Par de
revolucion

= [0,0,w.]

= [0,0,0]

Bisagra

1 grado de

libertad

Par
esférico

- [Waza Wy wz]
= [0,0,0]

Rotula

3 grados de

libertad

Par
helicoidal

= [0,0,w,]
= [0,0,w,h/27]

Tornillo

1 grado de

libertad
30
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Sistemas de referencia no inerciales

a Consideramos un punto material que realiza un movimiento circular con velocidad

angular constante

Gor =0k, = wk Go1 =0 Z,Z, iﬁm AZ2

7 (t) = OP = R, — v Vo ’
7L (t) = 7L () = Ril, = Rfily = Rwily s ':751
agl(t):351(t):—RW9ﬁp:—Rw26p A7y dy T X YON

s Aplicamos la Segunda Ley de Newton en el sistema OX Y, Z para obtener la fuerza

—

F =may = —mRw” U,

8 Se puede aplicar la Segunda Ley de Newton pues el sistema “1” es un S.R.I.

8 En este caso particular obtenemos la fuerza a partir del movimiento conocido en el S.R.|
@ Es una fuerza centripeta

Mecénica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 [l i 32



Sistemas de referencia no inerciales

a ¢ Se puede aplicar la Segunda Ley de Newton en el sistema “0"? S 5 i .
- 1770 . A 2
Wo1 # 0 === Esun sistema no inercial Wol » Yo
. SP — @) Y1
@ No se puede aplicar la Segunda Ley m a5 #+ F R - >
i 0 .
a ¢ Hay alguna forma de analizar el problema desde el s s —mal,
_ X
sistema “0"? ‘ XX,

Mihy = My, — My, — 2mdor X Uy

- 2
mag)l —F =-—-mRw Up

0
mil, = mi+ §% OP + Goy x (@o1 x OP) = —mRw? @,

0
2m (,U()l }/ﬁéjo =0
a En el sistema “0” la particula esta en reposo

s Para poder analizar la dinamica en el sistema “0” hemos tenido que corregir la Segunda Ley

introduciendo fuerzas de inercia

s -ma’° , es, en este caso, la fuerza centrifuga, que no es la reaccion de la centripeta

Mecénica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 [l i 33



Sistemas de referencia no inerciales

s Segunda Ley de Newton en un sistema no inercial en el caso general (w,,#0 y/o a®  ,#0)

: : . »
s F es lafuerza netareal en el S.R.| (debida a interacciones) v A
Fopr = —mal, O
s F__eslafuerzade arrastre Lorr = —mdg,
| 4 )
s F__ eslafuerzade Coriolis F... = —2mdy x U3 SR.no &
inercial S.R.L.

8 Propiedades de la fuerzas de inercia

a4 Son aparentes o ficticias para el observador inercial, pero para el no inercial tienen los

mismos efectos que una fuerza real (realizan trabajo, pueden ser conservativas)
4 Son proporcionales a la masa

a No afiaden incognitas al problema dinamico {20} (conocido el movimiento {01})

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ﬁ@“ 34



Fuerza de Coriolis

s El sdlido 2 es un punto P moviéndose con velocidad v,
paralela la superficie de la Tierra
mad, (t) = mal, — mad, — 2mdor x U3,

s El término de Coriolis empuja hacia la derecha en el
hemisferio norte y hacia la izquierda en el hemisferio sur

Wo1 A
Hemisferio norte . @® Derecha
FCOT' A ) Q_)’QPB
—P
Hemisferio sur cor '@
lzquierda

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 35



Fuerza de Coriolis

a Este efecto se deja sentir sblo en sistemas de tamafno muy grande o que
se mueven muy rapido, o en los que se acumula el efecto en el tiempo

# Huracanes
# Péndulo de Foucault

s El efecto en el sentido de giro del agua en los desaglies es despreciable

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @u‘%‘ 36



Fuerza de Coriolis: sentido de giro de los huracanes

En las tormentas, una zona de bajas presiones relativas atrae el aire formando un

corriente convergente de aire

En el hemisferio norte el flujo de aire se desvia hacia la derecha, y en el hemisferio
sur hacia la izquierda, formando la estructura espiral del torbellino

Hemisferio norte

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada lll, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ﬁ@“

Hemisferio sur
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Fuerza de Coriolis: pendulo de Foucault

El término de Coriolis hace rotar el plano de oscilacion de un péndulo

TT o
En cada oscilacién, el término de
B Coriolis empuija al pén_dulq hacia
: la derecha (en el hemisferio norte)
Foop = —2mijo1 X Uag
\; : “"""o e‘f:
B

Wil 1
ot i
e ",

K
Qi ‘e, B
o %,

N

A lo largo del tiempo, el plano de
oscilacion gira respecto a la
Tierra, pero no respecto al
espacio (si estuviese en el Polo
Norte o Sur). Esto demuestra que
la Tierra tiene un movimiento de
rotacion
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Fuerza de Coriolis: péndulo de Foucault

Experimento de Foucault en Péndulo de Foucault en
el Pantheon en Paris, 1851 el Pantheon en Paris,
en la actualidad
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