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Introduccion

s En muchas aplicaciones los sistemas se pueden considerar solidos rigidos

vinculados

s La clave es aplicar el Principio de Liberacion a cada contacto entre solidos

s Una vez liberado, a cada solido se le aplican los teoremas generales

s El proceso de desvinculacion y el concepto de par cinematico guardan una gran

relacion
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Sistemas de vectores deslizantes

s Las fuerzas que actuan sobre un sélido rigido son vectores deslizantes

a Dado un conjunto de fuerzas (vectores deslizantes), son dinamicamente

equivalentes a una fuerza y un par: Reduccion del s.v.d. en un punto

I
)
5

# Equivalencia dinamica quiere decir que el sistema original y la reduccion producen el
mismo movimiento del solido

# Pero la distribucion de tensiones internas es diferente
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Sistemas de vectores deslizantes

s Podemos cambiar el centro de reduccion

—

Mo —
. —
ﬁneta
R(O) = {Freta, Mo} R(P) = {F\eta, Mp}

MP:MO+ﬁneta XW)
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Principio de liberacion

~

p
Todo sistema material sometido a vinculos puede ser tratado como libre de

vinculos con tal de anadir a las fuerzas y momentos activos las llamadas

querzas de reaccion vincular y momentos de reaccion vincular

s |Las fuerzas de reaccion vincular se aseguran de que el vinculo se cumpla

s Al desvincular puede aparecer en cada vinculo una fuerza de reaccion

vincular y un momento de reaccion vincular
s Antes de resolver el problema soélo se conoce la direccion de las fuerzas y
momentos de reaccion
# Su magnitud y sentido se adaptan a las fuerzas y momentos activos para asegurar

que el vinculo se cumple

s También se puede hacer una desvinculacion global, usando las reducciones

cinematica y vincular
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Desvinculacion

s Una traslacion no libre implica una fuerza de reaccion vincular

s Una rotacion no libre implica un momento de reaccion vincular
a |Llamaremos reaccion vincular tanto a una fuerza como un momento vinculares

a Clasificacion de movimientos no libres

s Movimiento prohibido (vinculo prohibitivo)
a Potencia nula

s Movimiento interligado a otros movimientos
a Potencia nula

s Movimiento restringido (o reénomo)
a Potencia no nula (en general)
a Ejemplo: punto moviéndose con velocidad fijada

rotacion con velocidad angular fijada
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Vinculo prohibitivo
[ L |

d

4

4

Rueda que rueda y desliza (liso)
Y1 A
Desvinculacion punto a punto
¢ =0l +00 & =—0k
—)C . = = — . —
O~ =021 +Py 0 I'c =0k 0,
Desvinculacion global en G i
?7G:x71—|—0]_)1 G=—-0k
¢ =07 + P, 71 Tg=0Fk
Oy
s Hay 3 incognitas {z,0,®,} s Un vinculo prohibitivo y© >0
a Tenemos 3 T.C. M. — 2ec. s Conocidas las fuerzas y momentos
ecuaciones TMC. — 1ec activos podemos resolver el problema
11
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Vinculos prohibitivo e interligado: desvinculacion punto a punto

d

B

Rueda que rueda y no desliza en el punto de contacto

Reduccion cinematica en C

7¢ =01 4+07 &=—0Fk e
Ligadura de rodadura sin deslizamiento

¢ = &7

17G:60+QXC?:>:&:R9' 1
Desvinculacion punto a punto

¢ = 0,7 + D, T Tc=0k
Hay 3 incognitas {6, ®,, ®,} s Un vinculo prohibitivo ¢y > 0
Tenemos 3 T.C.M. — 2ec. = Unvinculointerligado = = RO
ecuaciones T.M.C. — 1ec. s Conocidas las fuerzas y momentos

activos podemos resolver el problema
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Vinculos prohibitivo e interligado: desvinculacion global

s Rueda que rueda y no desliza en el punto de contacto

a Reduccion cinematicaen G
¢ =i + 07 & =—0k

s Ligadura de rodadura sin deslizamiento

27G:170—|—LD’XC@:>:E:R9.

Yl A

ﬁG:Réfi—FOj_i CU:—H.E O

s Desvinculacion global en G

(I;G:(I)x71+(1)yjl fG:FE

s Hay 4 incognitas {6, ®,,P,,T'}
s Tenemos 3 T.C.M. — 2ec. ;2

ecuaciones T.M.C. = 1ec.
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Vinculos prohibitivo e interligado: desvinculacion global

s Larelacion de cierre es que el vinculo interligado aporta potencia nula

Py =&g 7% +Tg -0 =30, — T8 =0 h
— ' = R®,
. {6,8,,9,.T O1
s Hay 4 incognitas {0, 02, 2y, I'}
T.C.M. — 2ec. s Conocidas las fuerzas y momentos
s Tenemos 4
: T.M.C. — 1ec. activos podemos resolver el
ecuaciones
Py =0— 1lec. problema
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Vinculos prohibitivo, interligado y movimiento restringido: punto a punto

s Rueda que rueda y no desliza con v©é=v(t) conocido

s Reduccion cinematica en C

7 =07 + 0], 5=—0k 1
s Ligadura de rodadura sin deslizamiento
17G = 33’71 = ’U(t)”z)l

7= +3xCC = 6=3/R=v(t)/R O

@ Desvinculacion vincular punto a punto

Oo = 0,7 + D, T I'c=0k
br, =&, 7
s Hay 3 incognitas {®, @, B, } s Un vinculo prohibitivo € >0
s Tenemos 3 T.C.M. — 2ec. | @ Un vinculo interligado 0 = t/R
ecuaciones T.M.C. — 1lec. s Un vinculo restringido & = v(t)
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Vinculos prohibitivo, interligado y movimiento restringido: global

s Rueda que rueda y no desliza con vé=v(t) conocido

s Reduccion cinematica en G

7C = v(t) 7 + 07 G=—0k ]

s Ligadura de rodadura sin deslizamiento
¢ =i =) &
60=6G+wx@:>é=¢/R:v(t)/R O, X,

s Desvinculacion vincular global
5G:@x71+¢y71 I'c=Tk
pr, = 3,7

s Hay 4 incognitas { P, ®,, I, @, }

s Tenemos 3 T.C.M. — 2ec. ;2

ecuaciones T.M.C. — 1ec.
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Vinculos prohibitivo, interligado y movimiento restringido interligado

s Larelacion de cierre es que el vinculo interligado aporta potencia nula

x
Py =®g -7 +Tg @ =i®, —T0 =0 vi ¢
—1' = R®,
R
s Hay 4 incognitas {®,, Py, ', @, } O1 X,
s Tenemos 4 T.C.M. — 2ec.

s En este caso determinamos las
ecuaciones T.M.C. — lec. _ _ o
reacciones a partir del movimiento

P>y =0— lec. . .
21 conocido y las fuerzas activas
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Vinculos prohibitivo, interligado y movimiento restringido

s  Solucion del problema

xr
T.C.M.
. Yl A
<13(;+<I3”£;+13:M{7G%{ Cr + &y = Mo
O, =P

T.M.C. . R

- v — . v

FGZ—IGk%F:—Iﬁz—IE O, ;(1
P>y =0

(I_))G UG—FI_{G'(D%F:R(I)ZB

I 1 I

Dy = — 3 o, = P I=——0 @TZ(M+§>U

s Potencia aportada por el vinculo rebnomo
P, =Q 09 =®,v#£0
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Pares de enlace

a  Suponemos dos solidos con contactos lisos de modo que algunos
movimientos estan prohibidos

s Reduccién cinematica genérica del par cinematico {7, &}

—»A:[

U V1, U2, V3] W0 = |wi,ws,ws]

s Reduccién vincular genérica del par de enlace {®,I'}

— —

P = [Py, Do, D3] ['=[I'1,I, I's]

s Un cero en una componente de la reduccion cinematica implica que la

componente asociada en la reduccion vincular puede ser no nula

s En un movimiento plano las reducciones genéricas son

?7A — [?}1,?}2,0] W = [0,0,wg]
d = (0,0, Ps) ['=[['1,T5,0]
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Pares de enlace

s Par de empotramiento

ZA s Reduccion cinematica en A
74 =10,0,0] @ = 10,0,0]
Fg*% s Reduccion vincular en A
Fee S ] )
S =[Py, Dy, D3] I'=[I'1,T, 3]
X’ | s ( grados de libertad: no hay movimiento posible
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Pares de enlace

s Par prismatico

ZA s Reduccidon cinematica en A
74 = [0,0, v3] @ = [0,0,0]

U3 A

F3‘ s Reduccidn vincular en A
W v n A i
1 A(I)2 F? Y ¢ = [(I)laq)an] I'= [F1’F27F3]
S

X s 1 grado de libertad
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Pares de enlace

a Par de revolucion

7 A s Reduccion cinematica en A

74 =10,0,0] @ = 0,0, ws]

s Reduccion vincular en A

> - —

Y D = [®, Dy, ] I'=[I'1,I'2,0]

s 1 grado de libertad

s Corresponde a un cojinete radial
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Pares de enlace

a  Par cilindrico

7 A s Reduccion cinematica en A

74 =10,0, vs] & =1[0,0,ws]

s Reduccion vincular en A

>—> » = R
¢y

Ad, T, Y S = [®,D,,0] ['=[I'y, '3, 0]

s 2 grados de libertad

s Corresponde a un cojinete axial
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Pares de enlace

a Par esférico

7 A s Reduccion cinematica en A

74 = 0,0, 0] & = [wy,ws, ws]

s Reduccion vincular en A

— —

S = [®y, Do, 3] ['=10,0,0]

s 3 grados de libertad

s Corresponde a una rétula o una articulacion
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Pares de enlace

s Par plano
ZA s Reduccion cinematica en A
UA — [’01,2)2,0] W = [0,0,wg]
A W3
A # Reduccion vincular en A
OB Vg
> >—p- . .
A /Ty Y ® =1[0,0, Ps] [ =[I'1,5,0]
’Ul F]_
x’ s 3 grados de libertad

# Es un movimiento plano

s El vinculo es unilateral ®3 > 0
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Pares de enlace

s Par cilindro-plano

24 s Reduccidon cinematica en A
?7A — [U17v270] W= [O,Cdg,édg]

A W3

A s Reduccion vincular en A

(I)g %)
7 > S . .
A%y 3=0,0,0 [ =[I1,0,0]
’Ul F]_

s 4 grados de libertad

s E| vinculo es unilateral ®3 > 0
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Pares de enlace

s Par esfera-plano

7 A L .
s Reduccion cinematica en A

7 = vy, v9, 0] @b = w1, ws,ws]

s Reduccion vincular en A
W2
>—p 5

Y o = [0,0, D3]

=
|

0,0, 0]

s 5 grados de libertad

s E| vinculo es unilateral ®3 > 0
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Pequenos solidos

d
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Son solidos de masas y dimensiones despreciables que conectan entre si

solidos con masa

Transmiten sin modificar las acciones entre dos solidos con masa

Pueden combinar varios pares de enlace

X

751 = (0,0, v3] o1 = w1, 0, ws]

Dy = [B1,D5,0] Tgy = 0,5, 0]

Par cilindrico + Par de revolucion

._‘X

w5t = [v1,0,0]

0321 = [wla 0,0«)3]
Oy1 = [0, Dy, B3] Ty = 0,5, 0]

Par de revolucion + Par cilindrico
29



Contactos puntuales lisos

s Punto-curva & | T

s 3D d=0y N+ DB
s 2D d=dy N
s Punto - superficie d=0 Us
s U, es un vector unitario normal a la superficie 520 520
a Curva - curva N (2 N
s 3D {520 =& (?’2 x Th) 7, . 5 o
s 2D Doy = PN 1o (0

s Curva - superficie = dug

s U es un vector unitario normal a la superficie

—

s Superficie - superficie ® = & g
s U, es el vector unitario normal comun a las dos superficies
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Movimiento giroscopico: angulos de Euler

s Los angulos de Euler permiten describir una rotacion arbitraria de un sdlido

con un punto fijo respecto a un sistema de referencia fijo

¢ — Rotacion alrededor deleje Z:1 -0  Wp1 = gﬁ/go,l

2.7 | y
8 Precesion

§ — Rotacién alrededor del eje Y 0 >3 @go = 0 7.5

a Nutacion

1) — Rotacion alrededor deleje Z,:3 -2 (093 = w E273

s Rotacion propia

s Hay diferentes formas de definirlos segun como sea la

secuencia de rotaciones y los ejes de rotacion
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Movimiento giroscopico

Solido con punto fijo en O y con =1, sometido a la accion de la gravedad
A

4

7.7
s Masa M, OG=L 120
Z3722
1

# Reducciones cinematicas

N . — _’O L —

Wo1 = Qbko,l Vg =0

— 3 — —»O ~

Wzp = 0 Jo,3 Usp =0

Woz =V kas T35 =0

# Movimiento absoluto del sdlido

@’21 — (,323 —|— (,330 —|— (:501 — [—QBSGDQ, éa w —l_ ¢ECOS 0]3 EO = —Sene’fg —|— COSH ES
- -G ] .
U5 = Uz + Uy + U8 = [LO, Lpsend, 0 7
51 = Uag + Usg + Up1 = | ¢ Js OC = L kg3
o R 33
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Movimiento giroscopico

s Momento angular en O

. In 0 0
Io=|0 I 0
0 0 I

3

LO = ?O . 6321 = [—I()QBSGDH, Ioé, IqﬁCOS@ —|—I¢]3

s Aproximacion de giroscopo veloz ¢ > gb

s Suponemos ademas que no 0 =0

hay movimiento de nutacion

Lo ~[0, 0, I{]s

s Equivale a suponer que el momento cinético en O sdlo tiene componente en el eje Z,
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s Momento externo en O
Mo = O? x P = [0, MgLsen8, 0]3
s« TMC.enO

dLo = Mo dt = OC x P = dt MgLsen0 7

dLo dLo| . =
O - =Y L
dt q | s xro
1 3
— [Oa I¢$Sen9, [¢]3 W31 = W3 + Wo1
Del T.M.C. qbsen@ fgbcosﬁ
12 =0 = ¢ = cte
| L
T = Mng(b—aTg:cte
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Movimiento giroscopico

s El momento cinético (por tanto el sdlido), precesa alrededor del eje Z,
1 MgL
¢ T

s |a velocidad del punto G es perpendicular a

Gor = d ko = ko

la fuerza aplicada en él (peso)

-G
Usi = Uxj + Usg + To
= L¢psent 73 o
a Apli ' ) ia =0
plicaciones: vz =0 4 _,
a Precesion de los equinoccios G _ 3
US = Fg0 x OG =0

a Brujulas giroscopicas

—»G — ) —
a Estabilizacion de objetos en vuelo Up1p = Wo1 X O? = Losent )30
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