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Introduccion

s La mecanica analitica utiliza funciones escalares para encontrar las
ecuaciones de movimiento (energia cinética, energia potencial...)
s El estado del sistema se describe utilizando coordenadas
generalizadas, que incluyen a las ligaduras.
s Permite resolver el movimiento o situaciones de equilibrio de sistemas
muy complejos.
s Es muy utilizado en estatica
s |Las fuerzas de ligadura desaparecen del problema al analizar el
movimiento
s |as reacciones se obtienen despues de haber resuelto el movimiento
o el equilibrio

s Requiere un grado de abstraccion mayor que la Dinamica Vectorial
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Coordenadas generalizadas

s Dado un sistema de N particulas, la descripcion completa necesita 3N
coordenadas cartesianas (3 por cada particula)

s Si existen ligaduras sobre las particulas el numero de coordenadas
necesarias se reduce

s Coordenadas generalizadas de un sistema son el conjunto de n coordenadas
{q, }," que permiten describir univocamente el estado del sistema
s nes el numero de grados de libertad del sistema
s Pueden ser cualquier magnitud fisica. En la practica suelen ser distancias
y angulos

s El espacio formado por las n coordenadas es el espacio de configuracion
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Coordenadas generalizadas

s Bastan tres coordenadas para describir el AV A

estado del sistema, aunque este tenga

infinitos puntos materiales

{QI:$7q2:97q3:p} n=3

s Cada punto en el espacio de

AQ3

configuraciones es un estado del sistema

L
Qe

s  El movimiento del sistema puede describirse
como una linea en el espacio de

configuraciones ’ql
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Espacio de las configuraciones: ejemplo

s Muelle con constante elastica k y longitud natural | c Y
r
s Coordenadas generalizadas: {r, 6 } n=2 6 | G
X vy m
Trayectoria en el espacio real Trayectoria en el espacio de las configuraciones
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Ligaduras holobnomas

s Son relaciones entre las coordenadas de los puntos de un sistema que
pueden expresarse como
f(fEl,ZCQ, . oo ,CBgN,t) =0
s |as ligaduras geomeétricas bilaterales son holonomas
z=0
2 4 y2 _ R2

s Si el tiempo no aparece explicitamente son escleronomas

C , . . , Y
s Si el tiempo si aparece explicitamente son reénomas 4 . = vpt

z =0
(z — vot)? +y* = R?

a Si hay una ligadura reénoma, el sistema es reGnomo
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Ligaduras holobnomas

s Ligaduras cinematicas: aparecen las derivadas temporales de las coordenadas
f(xlaxZw .. 7:C3N7j317j327"' 7j33N7t) =0

s |ntegrables: pueden integrarse para eliminar las derivadas -> son holénomas

s Rodadura sin deslizamiento en movimiento plano

-G . —
v =T Y; 4

70 — 7 L 3 x OC —> & — RO

d—szd—9:>dx:Rd9:
dt dt

= x(t) —x(0) = R(0(t) — 6(0))
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Ligaduras no holonomas
s Son relaciones que no pueden expresarse como f(ajla L2y ..., LIN, t) =0

s |igaduras cinematicas no integrables: no pueden integrarse

s Rodadura sin deslizamiento en 3D (n=2)

Wao = ko | Ty = g + oo X O = R 7 Y- AY0

: , g
sy =0 = RipcosO7) + Riysend 7 % H2

Wo1
/ AZ1 G(zfy,R)
ﬁzci—vgoJrvOl—('—FRw.cosﬁ)"l i
+(y + Ry senf) 7 Y, o

. 1 70 Y__--‘)'é C’(x7y7
-C _ A x"‘RwCOSH:O O
1121—0:>{ y+ Ripsend =0 o = cos 01 + senf 7
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Ligaduras holonomas y no holonomas

s Ligaduras holbnomas
a (Geomeétricas bilaterales

s Cinematicas integrables

s En ambos casos es posible encontrar funciones que expresan las coordenadas de la

particulas del sistema en funcidn de las coordenadas generalizadas y el tiempo

ﬁ:ﬁ(ql,,qn,t) ’I,:l,,N

s Si el tiempo no aparece explicitamente la ligadura es escleronoma

s Si el tiempo aparece explicitamente la ligadura es rebnoma

o7,
ot
or; |

ot 7"

s Basta con una ligadura rebnoma para que el sistema sea considerado redonomo
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Ligaduras holonomas y no holonomas

s Ligaduras no holbnomas

Geométricas unilaterales (Ej: z>0)
Cinematicas no integrables
No es posible encontrar funciones que expresan las coordenadas de la particulas

del sistema en funcidn de las coordenadas generalizadas y el tiempo

o
ot
o
ot

Basta con una ligadura reonoma para que el sistema sea considerado rednomo

Si el tiempo no aparece explicitamente la ligadura es esclerobnoma

=0

Si el tiempo aparece explicitamente la ligadura es reonoma

£0
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Desplazamientos virtuales

s Son los desplazamientos posibles de puntos del sistema que sean compatibles

con las ligaduras, a un tiempo congelado

s Particula engarzada en una circunferencia estatica
¥ = Rcosfr+ Rsenf 7y

00 — 0T = <%) 00 = (—Rsenf7+ Rcosf )50

a En un sistema escleronomo el desplazamiento real coincide con uno de los virtuales

s Particula en una circunferencia con movimiento prefijado ,v .
e = Vo

= (vot + Rcos0) 7+ Rsenf

00 — o' = <g) 00 = (—Rsenf7+ Rcosf ) d0

a0 o
a En un sistema rednomo el desplazamiento real en general no

coincide con uno de los virtuales
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Desplazamientos virtuales

, 0 >
s Peéndulo con muelle ‘ )%
.
n:27 {Ql,QQ}:{T,H} 0 ¢§»
r=rcosr+rsenfy

L, [(or or
{or, 00} — 67 = (E) or + (%> 00

= (cos 66r — rsen00) v+ (sen 0or + rcos 060) 7

a Cualquier combinacion de variaciones de las coordenadas generalizadas es un

desplazamiento virtual O _
> Y
(5r =1,00 = 0} = 07 = cos 07+ senf 7 N
{5T:O,59:1}:}577:—rsen6){’_|_7acosej’ ‘g
or
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Desplazamientos virtuales

s En general

mn
T or; S L
dr; = 5 qu+atdt:5ri+dtri r=1,..., N
k=1 “dk
57 — " o7 . .
ri = 9 O Desplazamiento virtual
k=1 1k
d.r; = dt Desplazamiento de arrastre
ot

s Los desplazamientos virtuales no dependen de las fuerzas
s En sistemas escleronomos los desplazamientos virtuales y los posibles
coinciden

s Las fuerzas aplicadas al sistema no cambian durante el desplazamiento virtual
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Desplazamientos virtuales con solidos rigidos

s Consideramos sistemas de solidos rigidos descritos por un conjunto de n

coordenadas generalizadas {q }
s Un desplazamiento virtual del sistema es un conjunto de variaciones
infinitesimales de las coordenadas {6q,}

s E| desplazamiento virtual de cualquier punto de los sélidos puede expresarse en

funcion de los 6q,

AY L
FB:@:Zasenﬁfl A e
57y = OB 5o — (2a cos 07;)56 (WA'/@
g = 00 = (2acos 0% 57 57
FGZO?:asenefZ’lJracosé’ji O B ’_;,
1
L, Org , ,
TG = %59 = a(cos 07, — sen@ 71)00
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Desplazamientos virtuales con solidos rigidos

s Para solidos rigidos también es interesante considerar rotaciones virtuales
s Una rotacion virtual se representa por un vector paralelo al eje de la rotacion,
con sentido dado por la regla de la mano derecha, y con componente sobre el
eje de giro dada por el angulo girado
s La rotacion virtual puede expresarse en funcion de los dq,

{6} n=1
5a = 60 ky
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Velocidades virtuales
Son velocidades compatibles con los vinculos presentes en el sistema cuando

=

el tiempo se congela
= (vot + Rsen )+ Rcos0 7

a  Si congelamos el tiempo la velocidad virtual se
obtiene variando la coordenada generalizada

V= | =

v (gg) 0 =(—Rsenf7+ Rcos67) 0

s El movimiento de la particula debido al movimiento del vinculo es la velocidad

de arrastre
or .

=2arr __ ,UO 7

v —E:
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Velocidades virtuales

s Consideramos un sistema holénomo:7; = 73 (q1, - - -, qn, 1)

s Expresada en funcion de las velocidades generalizadas{q’k}

: : n o
Velocidad virtual Sk ri .

=1 Ok

Velocidad de arrastre Farr — T
(]
ot
s De manera analoga se define la velocidad de rotacion virtual y de arrastre
3 * g err

a Los desplazamientos y rotaciones virtuales son proporcionales a las

velocidades y velocidades de rotacion virtuales

Or = U0t oo = w™ ot
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Velocidades virtuales

s Las velocidades de arrastre son las debidas a los vinculos rebnomos

s En sistemas escleronomos, las velocidades virtuales y las posibles coinciden

{plibre, Olibre} n =2

U1 = Usg + Tog = 06
{plibre, 0 = wot} n=1

U1 = Usg + U1 = 05 + &7
{p =wvot, Olibre} n=1

Uy = U + Uy = T&" + T4
{p=wot, 0 =wot} n=0

U1 = Usg + Ugg = 08"

75 =0

?70
Via o 2 Xo
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Ligaduras ideales

s Un sistema esta sometido a ligaduras ideales si el trabajo total realizado por

ellas en un desplazamiento virtual del sistema es nulo

5Wl¢g — E (I)z . 57“7; =0 g) 57
1
s Ejemplos de ligaduras ideales
# Vinculos lisos z
A
s Vinculos rugosos estaticos (incluye rodadura sin
deslizamiento 4 A .
) | é4 674 =0
a E| punto de contacto no desliza
. - . . . - 5 B
# Vinculo interno de rigidez en solidos rigidos oA ¢

A oo A oo
o7 orB
_ )

a En este caso cada ligadura puede hacer trabajo, . .
pero el trabajo neto es nulo Ppa A B Pap

SWiig = Pp_n - 67 + D p - 67P
= (Ppoa+Pap) 67 =0
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Ligaduras ideales

s Ejemplos de ligaduras no ideales
# Vinculos rugosos en régimen dinamico (con deslizamiento relativo)

# \inculos unilaterales
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Principio de los trabajos (P.T.V.) virtuales para un sistema de particulas

Un sistema de particulas sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si
y soOlo si el trabajo total realizado por las fuerzas aplicadas sobre el
sistema es cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema

5W:ZE.573:0

N S

s Demostracion a partir de la Segunda Ley de Newton
Fi+®,=0 Vi

—>ZF2—|— ;)01 =0

— F, - 6F; (57“ =0
Z it Z ¢ A es posicion de equilibrio

. B no es posicion de equilibrio
— Z F; - 67, =0
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Principio de los trabajos virtuales (P.T.V.) para un sistema de solidos rigidos

Un sistema de solidos rigidos sometido a ligaduras ideales estaen )
equilibrio si y soélo si el trabajo total realizado por las fuerzas vy
momentos aplicados sobre el sistema es cero en cualquier
desplazamiento virtual del sistema

SW = F;-or;+» M;-60; =0
¢ J

\_ J
{0} n=1
Y, A 7 74 =a(cosO7; + senf 7)) 0=0k

\J r - "
. A 577’A:%Mzaw(—senﬁi’l—kcos@j’l) 00 = 60 kq
Mo? 0 e 00
J e L s .
5 VQ/ X, F-6Ffa=—aFdfcosb Mo - 60 = Mpo0
SW =F - 674+ Mo - 60 = (—aF cos 0 + M)d0 = 0

— Mp = aF cos0 — Mo = aF cos Ok
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Principio de las potencias virtuales (P.P.V.)

s Es similar al P.T.V, pero se usan velocidades virtuales

s Para un sistema de particulas

Un sistema de particulas sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si y
solo si la potencia total realizada por las fuerzas aplicadas sobre el sistema es
cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema

P=> F-0=

s Para un sistema de solidos rigidos

Un sistema de sdlidos rigidos sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si 'y
solo si la potencia total realizada por las fuerzas y momentos aplicados sobre el
sistema es cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema

P = ZF T+ J\Zj-m:o
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Fuerzas generalizadas

s Consideremos un sistema holénomo con n grados de libertad: {qx }
s Un desplazamiento virtual genérico es: {iq; }

a Los desplazamientos virtuales de cualquier punto del sistema y las rotaciones

virtuales se pueden expresar en funcion de las coordenadas generalizadas

0T = gm 0qk
=1 Y9k

00; = % 0qy
=1 74k
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Fuerzas generalizadas

a Sustituimos en el Principio de los Trabajos Virtuales

SW =Y F,-6fi+ Y M;-60;=0

J

OT NG
SW = ZF Z : 5qk+ZMj. 8—%15%

] k=1
:ZZFZ g? 5qk+ZZM] ?56&
k=1 =1 k=1 7
n L o7, T
:kz:l ZFi-a;+ZMJ ol KA
_ ; E
Qk
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Fuerzas generalizadas

s El principio de los trabajos virtuales se expresa

5W:zn:Qk5qk:0 Qk—ZF 37‘z Z
k=1 j

s En general no son fuerzas como en dinamica
s (Cada grado de libertad lleva asociada una fuerza generalizada, que puede mezclar

varias fuerzas y momentos fisicos aplicados en puntos diferentes del sélido

a  Sistemas . el numero de grados de libertad es el mismo que el

de coordenadas generalizadas
n

5WZZQk5Qk:0:>Qk:O VEk
k=1
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Fuerzas generalizadas

{6} n=1

F
VA -
e % A = a(cosfi1 + senf j1) 0
“pe 0 4

To_-a~ L OFy o 0f
/ﬁvq/ X1 QQZF'E—FM — = —aF' cosbl + Mp

B a0 Y

|
S
a1
[

W = Qpé0 =0 = (—aF cosO + Mp)d0 =0

MO — aFcosé’El
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Fuerzas conservativas

s Supongamos una particula sometido a una fuerza conservativa {6} n =1
s P.T.V. Uy =0 -
7(0) = Rcos07+ Rsenf 7
07(0) = (—Rsen @7+ Rcosf 7) o0 : -
5W:ﬁ-5F:O:>—ngsen96q:O:Heq:O VX YP

s Al ser una fuerza conservativa podemos asociarle una energia potencial

Ug:_ngCOSH 5Ug:—5Wg:—P)5F:0

s EIP.T.V. puede reinterpretarse como minimizacion de la energia potencial

S B oU, B oU,
P-5r_0<:>5Ug—0$(W)59—0é 50 =0

oU,
6’—99 = 0= mgRsenl.,;, =0= 0., =0
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Fuerzas conservativas: condicion de equilibrio

d

Si un sistema esta sometido a varias fuerzas conservativas, definimos una

energia potencial total como la suma de la energia asociada a cada fuerza
U= U(Qla 7Q’nat>

En este caso, el P.T.V. equivale a decir que las posiciones de equilibrio

corresponden a las configuraciones gue hacen extremal la energia potencial

oU = Z (qu =0

total

Si las n coordenadas generalizadas son independientes la condicion de

equilibrio es
8_U =0 Ek=1,...n
dq,,

s Obtenemos n ecuaciones para n incognitas: los valores de equilibrio de g,
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Fuerzas conservativas: condicion de equilibrio

s En sistemas conservativos independientes, las fuerzas generalizadas pueden

expresarse como derivadas del potencial

W =>_QFbq
=1 Qi = — 500k

s Es una generalizacion de la relacion entre fuerzas conservativas y energia

potencial en mecanica vectorial

F=_VU
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Fuerzas conservativas: estabilidad del equilibrio

s La condicion de equilibrio encuentra extremos de U Inestable
oU fog =0
%—O:>ngsen0€q—O:>{ oy — T

s Para que el equilibrio sea estable la energia

potencial debe ser minima

X Estable
s En sistemas con varios grados de libertad debe ser \/

un minimo absoluto para ser estable

.I -

Inestable

Estable
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Fuerzas conservativas y no conservativas a la vez

a Si sobre el sistema actuan fuerzas y/o pares no conservativos, los elementos

no conservativos se agrupan en fuerzas generalizadas no conservativas.

NC or; NC 86’
LSS DR

a PT.V.

SW = (QF + Q¢ “)dqr =0
1=1

s Si el sistema es independiente la condicidén de equilibrio es

(‘9U
k
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