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Vector de posicion en 2D

s El vector de posicion sigue el movimiento de la particula P
m(t) = x(t) v+ y(t) J

s | as componentes x(t), y(t) son funcion del tiempo
s El conjunto de puntos recorridos por el punto P es la

trayectoria: es una curva

a Descripcion matematica de una curva en 2D

T'=#t)=a@t)T+yt) ] rzﬂw:{xsz I'=F(z,y) =0
y =y(t)
Vectorial Paramétricas Implicita
a Ejemplo
['=7(t) = Rcos(wt)v+ Rsen (wt)7)  te|0,7/2w]
Y A
P | z(t) = Rcos(wt)
F:r(t)—{ y(t) = Rsen (wi) t € [0,7/2w]
- | /7(t)
J 4 >
07 b F=F(z,y)=2"+1y>—R*=0 ;gg
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Vector velocidad en 2D

s Vector desplazamiento
Ar=7rt+ At) —7(t) = Azv+ Ay 7
s |ntervalo de muestreo grande

s El médulo del desplazamiento no es la distancia recorrida

s Velocidad media

. AT
Um = —
At

a Descripcion grosera del movimiento

s \elocidad instantanea

Ar  dr - a
U= lim = =r )
At—0 At dt - X
J N -
s Descripcion precisa del movimiento O 7 o) 9 2t +dr)

# El mddulo se mide en m/s
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Vector velocidad en 2D

dr .
[17(15) — é — = ET gj}

s En cada instante es tangente a la trayectoria

r(t)
a  Si conocemos r(t), derivamos respecto al tiempo para X
)
calcular la velocidad r—ut) =7
s Siconocemos V(1) y r(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para calcular r(t),
una por componente
( dx !
= ve(t) —  x(t) =x(to) + [ v (t)dt
t
dF = o) dt — ’
dy ¢
—=u,(t) = yt)=yo) + [v,(t)dt
| dt to
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Velocidad en 2D

s La distancia recorrida en un instante dt y en un intervalo At

son
ds = v/da2 + dy? = |d7] = |5(¢)| dt
t t y(t + At)
As:/|dff1 :/|fz7(t)|dt
to to
t t
Ax:/|dzv| :/|Ux\dt
to to
t t
Ay:/ldyIZ/!’Uyldt
to to

s El moédulo de la velocidad es la celeridad o rapidez

dr
dt

_ds
- dt

—

0] =
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Vector aceleracion en 2D

s Un vector puede cambiar porque lo haga su modulo o su
direccion
# El cambio del médulo esta relacionado con la celeridad

# El cambio en la direccidon esta relacionado con como se curva la

trayectoria

s La aceleracion es la tasa de variacion de la velocidad

- AT AT - . L.
alt) = fim Ay = g TV T

@ Apunta siempre hacia la parte concava de la trayectoria

s El médulo se mide en m/s? (Sl)
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Vector aceleracion en 2D

a  Siconocemos K(t), derivamos respecto al tiempo para calcular la velocidad y la aceleracion

P it)=r—ad=0="

s Siconocemos a(t) y v(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para v(t), una por

componente Cdo ]
dtx =a,(t) — v.(t) =v.(to) + f a(t)dt
¢
A5 = @(t)dt  — 4 :
dov v
— = ay(t) — wvy(t) =vy(to) + f ay(t)dt

s A partir de v(t) y conociendo r(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para calcular r(t),
una por componente

( dx t
3 () = a(t) = x(t) +££ vs (¢) dt

\ % =uv,(t) — y(t) =y(to) —I—j v, (1) dt
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Componentes tangencial y normal de |la aceleracion

a | a aceleracion tangencial es la proyeccion de la

aceleracioén sobre la direccion de la velocidad

v a-v

a | a aceleracion normal es la parte perpendicular de la

proyeccion

v axuv

X

ST

any =/a? —a% =

—

U

gl

a Vectores tangente y normal

s E| vector tangente es el vector unitario con la direccion de la velocidad

| =

T = ar =a-T ar = at'T

<\

s E| vector normal es el perpendicular a T y contenidoen el planode vy a

- 1
N = — @ (@—ar) an

—

a-N=|ixT| in =an N
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Componentes tangencial y normal de |la aceleracion

a | a aceleracion tangencial da la tasa de cambio del modulo de la velocidad

g @@ A 1d (77 1d /F2\  |odlg d|g
g G 2 T de \ 2 o dt  dt

s | a aceleracion normal indica como cambia la direccion de la velocidad, es decir, esta

relacionado con la curvatura de la trayectoria

s Radiodecurvatura R, = v
aN
1
s Curvatura K= —
Ry

s Centrodecurvatura 7o, =7+ RxN
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Movimiento en 3D

s Vector de posicion
F(t) = 2(t) T+ y(t) T+ 2(t) k
s Vector velocidad
T(t) = v () T+ v, (1) T+ v (t) k

= F=a7+ 97+ ik

s Vector aceleracion

at) = a,(t) 7+ ay,(t) J+ a.(t) k

s Desplazamiento diferencial
dr = v(t)dt
ds = |dF| = |5(t)| dt = /&2 + §2 + 2 dt
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Movimiento en 3D

s Triedro intrinseco
1

I .
gl a

s Componentes intrinsecas

ﬁ:vf 5:an+aN]\7
ar = a — — anN — a
(%
o] GEREE i .
—_ R = — = K = — = —
T T oan lax | R, Fo. =T+ eV
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Movimiento circular

s La trayectoria es una circunferencia R. = R(cte) k= —(cte)
s Velocidad angular 0= w
s Aceleracién angular 0=w=a

s Posicidon

r=Rcosfr+ Rsenf )
s Velocidad

7(t) = RO (—sen 07+ cos7)

s Aceleracion . .
) T N

Q(t) = 0= RO (—sen®7+ cos0 ) + RO (— cos 07— sen 7)

a Relacion entre magnitudes lineales y circulares

T = [—sen#,cos, 0]
SZRQ‘ v:Ré‘ aT:c?-f:Ré‘aN:c?-]\_f:Réz N:[—COSH,—senﬁ,O]
— Ruw = Ra = Rw? B =10,0,1]
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Movimiento circular uniforme

s La aceleracion angular es cero a=w=>0
s \elocidad angular 6 = w = cte

s Angulo barrido 0=0(ty) +wt

s Variables cinematicas

s(t) = RO(t) = R(B(ty) + wt)

v = Rw = cte

@] =any = Rw? = cte
s El movimiento es periddico

O(T) = 0(ty) + 2w 9 La velocidad no es constante
— T ="
(1) = 0(to) +wT “ La celeridad si es constante
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Movimiento circular uniformemente acelerado

s La aceleracion angular es constante o = w = ag
s Velocidad angular 6 = w = é(to) + apt
s Angulo barrido 0 =0(ty) + 6"(150) t 4 %@Otz
s Variables cinematicas
s(t) = RO(t) = R(O(tg) + wt)
v(t) = Rw = v(tg) + Ragt

an = RCUQ = R(@(to) + Oé()t)Q

ar = Rag

s El movimiento no es periddico
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Movimiento circular: descripcion vectorial

s Se define el vector velocidad angular S=01
s Rapidez de giro: 0

s Recta soporte: eje de giro, perpendicular a la circ.

s Sentido: regla del tornillo

s Se define el vector aceleracion angular o

dw
dt

a =

s Velocidad y aceleracion

r any =W X (W0 X 7)

— .
s Los vectores @ y a son vectores deslizantes
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Parametrizacion de una curva

s Una misma trayectoria puede ser recorrida con diferentes velocidades

s | a geometria de la trayectoria es independiente de como se recorra

# Una curva se puede parametrizar de muchas maneras

s El triedro intrinseco en cada punto es independiente del parametro que se utilice
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Parametrizacion de una curva

s Descripcion matematica de una curva en 3D

s Vectorial T=7\) =2\ T+yN) T+ 2Nk A€ A, A
r =1x(\)
s Paramétricas =7\ =< y=y(\) A€ [A1, A2
z=2z(\)
s Fi(z,y,z) =0
s Implicitas = 155 5
plici = { Fy(z.y.2) = 0 x € [x1.3] Y€ [y1.y2] 2 € |21.22]

s Ejemplo: circunferencia de radio R, centro en el eje OZ y en el plano z=0

['=#(t) = Rcos@v+ Rsenf) X €l0,2n)
x = Rcosf
'=7(t)=¢ y= Rsenf A€ 0,2m)
z=0 X)
| Fi(z,y,2)=2*+y* —R*=0 B
F:{ FQ(ZnyyZ):Z:O xjye{ RjR]
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Desplazamiento diferencial

. , . d
a Se calcula derivando respecto al parametro dr’ = (é) d\

@ Aplicacion: longitud de una circunferencia

7(0) = RcosO7+ Rsen 07 0 € |0,2n)

dr(0) = (jg) df = Rdf (—senf 7'+ cos b))

# Lalongitud es la suma de los moédulos de todos los dr

27
/\dﬂ /Rd@—R/dH:%R
0 ! R
a Aplicacion: area de un circulo
1 ) 1 v 7 Bl ,
dA(0) = §|77(9) x dr(0)| = 5 Rcos Rsenf 0 || = §R dé
—R senf d0 R cosfdf O
a El area del circulo es la suma de las areas de todos los triangulos
27
1
A= /dA :/§|F(9) x dr(6)] _/ —R?d0 = 1 R?
0
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Geometria de curvas: triedro intrinseco (de Frenet)
s Curva parametrizada en funcién de un parametro A
7= T(\)

s Vector unitario tangente a la curva en cada punto

d7/dA

T =
|d7/d )|

Vector tangente

N
s El vector normal indica la variacion de la direccion de T

L dT/d)
N = H/ Vector normal
AT /dA| . wy
El triedro es intrinseco a la
. curva. No depende de como
s Completamos el triedro se recorra ni del sistema de
ejes y coordenadas que se
[ B=TxN Vector binormal] utilice
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Parametrizacidn de una circunferencia

s Parametrizacién con el angulo vy 4
x(0) = Rcosf 4
r=71(0) =< y(f) = Rsenb B
2(0) =0 .
r N
0 c [0, 27T> \(9
: . _a
s Triedro intrinseco
R X
s \ector tangente
- dr/df
T = = [—sen 0
a7/do| [—sen 0, cos 6, 0]
s Vector normal
L dT/de
N = |df§d9\ = [~ cos 0, —sen 6, 0] Indica la direccidn en la que gira el vector tangente

s \ector binormal

B=TxN
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Parametrizacidn de una circunferencia

4

Parametrizacion con el tiempo

0 = kt*
x(t) = Rcos(kt?)
F=7(t) =< y(t) = Rsen (kt?) t €10,/27/k]
2(t) =0
.
a Triedro intrinseco ¥

s \ector tangente

dir/dt
dr/dt]

T =

[—sen (kt?), cos(kt?), 0]

En cada punto de la curva los vectores del
tridero son los mismos independientemente del
parametro que se utilice

# \ector normal

. dT/dt
N = _,/ = [— cos(kt?), —sen (kt?), 0] P ~
[dT'/d¢] Vector velocidad
a Vector binormal
L. dr dr déo . [ dr
g = — V=r = — = _— _— p— 9 —_—
B=TxN dt dé dt do
\_ J
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Triedro intrinseco o de Frenet: siginificado

/ Linea recta

N,

\_

~

Vector tangente uniforme

/ Linea plana \

—)
o &}
1

TT

N

~

/

Contenida en un plano
Vector tangente variable

_>
Vector normal N apunta en
la direccidn en que se tuerce

~

\Iacurva /
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_>
Vector binormal B =

\_

— —
x N

/
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Parametro arco ( o natural)

s El parametro arco es la distancia recorrida sobre la curva Y A
z(s) = R cos(s/R) s=s(0)=R0O
F=17(s) =< y(s) = R sen(s/R)
2(s) =0
s € 10,21 R) >

[

La curvatura en cada punto es el médulo de la derivada del
vector tangente cuando esta expresado en el parametro arco

dT

K(s) = P

a Si se usa otro parametro hay que utilizar la regla de la cadena

dT

dA

dA

A=A(s) = k= 1
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