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Introduccion: Solidos deformables y rigidos

s Un solido deformable modifica su forma bajo la accion de una fuerza
s Materiales plasticos
s Muelle
a  Todos los solidos son deformables si la fuerza es lo bastante intensa o actua
durante un tiempo lo bastante largo
s Rocas de la corteza terrestre sometidas a intensas tensiones durante escalas de
tiempo geoldgicas
a  Un solido rigido es un solido que no se deforma ni se rompe bajo la accion de
ninguna fuerza
s Es una idealizacion

a Ejemplo: muelle con k—wo.

F
Al = —
k—>0
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Introduccion: Cinematica del solido rigido

s Estudia el movimiento de un sélido rigido

s No se puede definir la velocidad de un sélido rigido
s (Cada punto del sélido puede tener una velocidad diferente
s Campo de velocidades del sélido rigido:
Cada punto tiene una velocidad distinta
@ Caracterizar el estado de movimiento del
solido es determinar la estructura y valores
del campo de velocidades

s El movimiento se estudia respecto a un SRl en reposo
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Condicion geométrica de rigidez

~
Un sélido rigido es un sélido no deformable
La distancia entre cualquier par de puntos no cambia cuando
el sélido se mueve en el espacio
QPP =7 (1) - (1) |* = (Cre)® (cte)
J

# Respecto a un triedro fijo en el sdlido la posicion de cada punto es constante en el mov.

a Un triedro queda definido con tres puntos no alineados fijos en el sdlido

a ,
Pl(xlayla Zl)a PQ('CCQ:yQa ZQ)a P3(£37y37 Z3>- 9 parame’[I’OS\

P, P
|P2Py| = Cp, p,
[PsP1| = Cp, p, = 3 condiciones El solido rigido libre
|PsP2| = Cp,p, de rigidez =) | tiene 6 grados de

\_ Y, libertad
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Condicion cinematica de rigidez

s Derivando respecto al tiempo la condicidbn geomeétrica de rigidez

d

_(|Fp(t)_fQ(t>|2):E((CPQ)Q)IO ) (Up—ﬁQ)-Cﬁ):O

S~
~
~
)
~

s El campo de velocidades es equiproyectivo ¢ * . cﬁ% =79 . cﬁ%

s | a distancia relativa entre dos puntos no puede cambiar

s Cada punto ve a los otros moviéndose alrededor suya con una componente de
giro
(07 — @) =¢oF@

(1713_17@).@:613@.@:0
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Movimientos elementales

s Un solido rigido puede moverse de cuatro formas diferentes
s Reposo
s Traslacion
s Rotacion

s Traslacion y rotacion: movimiento helicoidal
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Movimientos elementales: Reposo

s |La velocidad de todos los puntos del sélido es nula
7 =0 VP
s Permanente: la velocidad es nula en todo instante de tiempo
vE(t) =0 VP, t
s Ejemplo: pelota en reposo sobre una mesa
s |nstantanea: la velocidad es nula en un instante de tiempo

v (tg) =0 VP

s Ejemplo: pelota en movimiento de traslacion vertical en el campo gravitatorio
terrestre en el instante en el que esta en el punto mas alto

s Sj tres puntos no alineados estan en reposo el solido entero lo esta
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Movimientos elementales: Traslacion

s |La velocidad de todos los puntos del sdlido es la misma y no nula

08 = Tiras £ 0 VP

s |nstantanea: la velocidad de todos los puntos es la misma y no nula en un

instante P R
U (to) = Usras # 0 VP

s Ejemplo: una bola que primero desliza y luego se pone a rodar, en el instante
anterior en que la rodadura comienza
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Movimientos elementales: Traslacion

s Permanente: la velocidad de todos los puntos es la misma y no nula en todo

instante -
07 (1) = Uipas(t) # 0 VP, t

# Ejemplo: una bola que cae sin girar

s Propiedades
# Una recta se mueve paralelamente a si misma

s | as trayectorias de los puntos son congruentes
s NO TIENE POR QUE SER EN LINEA RECTA

s Sila velocidad de tres puntos no alineados es la misma el movimiento es una
traslacion
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Rotacion

s Caracterizacion A
s Ejedegiro Agp
@ Vector rotacion

17P:c?}><I_}>7 I € Agnr
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Rotacion: estructura instantanea del campo de velocidades

s Propiedades

Los puntos del eje de giro tienen velocidad nula .p ﬁ?
La velocidad de cada punto es perpendicular al voTer
plano formado por el eje y el punto

Todos los puntos a la misma distancia del eje
tienen el mismo modulo de velocidad

La velocidad en cada punto es proporcional a
su distancia al eje

Todos los puntos sobre una recta paralela al
eje tienen el mismo vector velocidad

El sentido de rotacion es el mismo para todos

los puntos
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Rotacion: permanente

s El eje de giro no cambia en el tiempo

W

= Eje permanente de rotacion A__

s Al menos dos puntos estan siempre en reposo

7 =2 = vt

s Estos dos puntos definen el gje
s Todos los puntos del eje tienen velocidad nula en todo
instante

s Los puntos del sélido que no estan sobre el eje
describen arcos de circunferencia

s Ladireccion y la recta soporte del vector rotacion no
cambian en el tiempo
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Rotacion: instantanea

s El eje de giro cambia en el tiempo (la direccion del vector rotacidon cambia)
 Eje instantaneo de rotacion  A__

s Al menos dos puntos estan en reposo en un instante

vl (tg) = 72 (tg) = 0

s Estos dos puntos definen el eje
a Los puntos del sélido no describen arcos de circunferencia
s Ejemplo: disco que rueda sin deslizar

P\ 4
B
/6\
A Agrr A BF\AEIR
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Helicoidal tangente

s Caracterizacion A
EIRMD
s Ejedegiro A S
s Vector rotacion -
s Velocidad en | paralelaaleje ' || & ‘ Le .; P
: U
AT
- il %
. T - T4 A - "(__VZV
vt = —I—wxf? I € AgrMD I."P G x 1D
E
s Es una combinacion de rotacion y traslacion paralela L6

al eje |
s Componente de rotacion & X P ,
5 GxID Lo
s Componente de traslacion !
s Todos los puntos tienen la misma componente paralela al eje

s El modulo de la componente de rotacion es proporcional a la distancia al eje
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Helicoidal: estructura instantanea del campo de velocidades

4

Fisica 1, GIERM, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18

La velocidad en | es paralela al vector
rotacion

Los puntos sobre la recta que pasa por |
y es paralela a m tienen la misma

velocidad que el punto |
8 Eje instantaneo de rotacion y minimo

deslizamiento A ..o

Los puntos sobre una recta paralela a m
tienen todos la misma velocidad

En todos los puntos, la proyeccion de la
velocidad sobre la direccién de w es la

misma

- P

(%

:?7I+03X[P I € AgrMD

m
P
<
O
&l

R 19



Helicoidal: estructura instantanea del campo de velocidades

P

s Entodos los puntos a la misma 7P =3+ G xIP I€ Agmruvp

distancia del eje, la proyeccion de la
velocidad sobre el plano perpendicular
a w es la misma

s Todos los puntos a la misma distancia
del eje tienen el mismo maodulo de la
velocidad y forman el mismo angulo con
w

s En cada punto el sentido de la velocidad
es el mismo
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Helicoidal tangente: Permanente

a El eje de giro permanece constante A -

s Eje permanente de rotacion y minimo deslizamiento A___ .

a | as trayectorias de los puntos del sélido son hélices
a Ejemplos

s Tornillo que avanza paralelamente a su eje

a Hélice de un avidn que vuela en linea recta a velocidad

constante
AEPRMM
A
. gl w
AEPF\’MD
'4 —
gl W
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Helicoidal tangente: Instantaneo

s El eje de giro cambia en el tiempo

s Eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento A\ -

s Las trayectorias de los puntos del sélido no son hélices
s Ejemplos
s Hélice de un avidén que vuela cambiando de direccion
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Teorema de Chasles

En cada instante, el campo de velocidades de un sélido rigido en movimiento
cumple

(77 =50 +3x 0P |

8 (W es un vector rotacion

s Oy P son dos puntos cualesquiera del solido
a No es igual que la expresidn del movimiento helicoidal pues v° no tiene por qué ser

paralela a w ni O tiene que estar en el eje de rotacion

a Teorema de Chasles < Campo vectorial equiproyectivo

# Demostracion hacia la derecha

0
17P-073:(60+c3><015)-015:60-07§+(@>W15:60-()75
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Teorema de Chasles
[ﬁP _ 301G x 0P ]

s Dada la velocidad en un punto del sélido y el vector rotacion se puede

calcular la velocidad en cualquier punto del sélido

s Reduccién cinematica en un punto  |R(O) = {79, J}

4 6 numeros determinan el movimiento del sélido, correspondiendo a los 6 grados de

libertad

s El campo de velocidades queda determinado si
@ Se da la reduccion cinematica en un punto

@ Se dan las velocidades en tres puntos no alineados del sdélido
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Propiedades del campo de velocidades

a |nvariantes cinematicos
s  Son magnitudes que valen lo mismo en todos los puntos de un sélido en
movimiento
s Alternativamente, son magnitudes que no varian cuando se cambia el centro de
reduccion
s Vamos a ver dos invariantes
s 1< jnvariante: el vector rotacion (invariante vectorial)
s 2% invariante: la proyeccion de la velocidad en cada punto sobre la direccion del
vector rotacion (invariante escalar)
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Invariante vectorial

-
s Cambio del centro de reduccidn :} 2 5P
v A .
7P =50 + 3 x OP o 7 ’1
; - AD
OP = OA + AP .
\ \ 0A &
7P =79 + T x (OA + AP v
OA A a T4

s El vector w puede moverse libremente por todo el sélido para aplicar el

Teorema de Chasles
s El vector rotacion es un vector libre (en lo que respecta al Teorema de Chasles)
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nvariante escalar

s Proyeccion de la velocidad en un punto sobre la

direccidén de w

UP.—»Q:UP.g
[ >
W gt
gt _)@*:(?70+LD)XO?) ﬁ
W

s Representa la componente de la velocidad en cada punto paralela a w
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Eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento

d

En general " Oerup
7P =70 £ 3 x OP ol
¢;Hay algun punto | para el que la velocidad es paralela w (4 Y
al vector rotacion? 4 / ¢
0

Si ese punto | existe entonces se cumple
G x 7! =0

Si ese punto | existe entonces para todos los puntos que estén sobre una recta

paralela a w que pase por |, la velocidad en esos puntos es paralela a w

El eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento es la recta paralela a w donde

la velocidad en sus puntos es paralela al vector rotacion
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Ecuacion vectorial del eje instantaneo

a  Dado un punto O, con velocidad v° y el vector rotacién w, ;donde esta el punto | en el

que v° es paraleloa w?

71 =50 +@ x Of

s Seleccionamos el punto I* tal que O‘Ii L3 =0

L. v e

P w X v N

OF = ——=5— W

||
s Ecuacion vectorial del eje instantaneo oo
A 0
O 'l' ~~~ w4 Y O
a ? N (.(_.5 X /17 = o \s’ /17
| | EIRMD 0
L _ g0l

| & |2 Si w=0 el eje no existe
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Estructura del campo de velocidades respecto al E.I.R.M.D.

Las velocidades "dan vueltas” alrededor
del eje instantaneo, pero con una

_ X '
7 Fl+Gx TP Te ARIRMD componente paralela al eje

l Equivale a una instantanea de un
AE|R|\/|D B movimiento helicoidal

En un movimiento en general, el eje va
cambiando con el tiempo

La velocidad de los puntos en el eje central
es el invariante escalar, y es la velocidad
de mddulo mas pequeno

7m1n:17[:v[ﬁ&:vlg
||
,171 %:’UP'%:’UI:UHHH
W W
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Clasificacion de movimientos instantaneos

s Lareduccidn candnica es la reduccion cinematica en un punto del eje instantaneo

w |o™n Reduccion en un punto Reduccion candnica Movimiento instantaneo
=0 =0 Sistema nulo Reposo instantaneo
=) .
=0 0 0 " Traslacion
instantanea
0 =0 — —
W A W e .,
o_—» o | A Rotacion
--------- f EIR instantanea
Yo
U
-0 0 . -
2 prn Movimiento
--------- A W helicoidal
O__» O | 7 A
---------- EIRMD
------- <s 0 tangente
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Clasificacion de movimientos instantaneos

s Rotacion pura

Reduccion en C

Reduccion candnica
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A
.
1 /l_})c
. AEIR
A
l 71 =0
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Clasificacion de movimientos instantaneos

s Helicoidal tangente

Reduccion en C

m
o
<
O
&l

Reduccidén candnica
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Analisis del movimiento

s Datos: reduccion cinematica en un punto

Reposo

Traslacion

Rotacion

Helicoidal
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Campo de aceleraciones

Rueda girando alrededor de su eje (x=0, a=0)

a Ecuacion del campo de velocidades
P i = —|SplPOP
0P = 5% + 3 x ﬁ
Y e xQ 7B <38
. . @’ A
a Derivamos respecto al tiempo ~ |
W
P =59 4+ Gx (FP —FQ) + @ x (7F — 79) vl AEPR/©\AO
a
A
iP=a?+dx (FF -7 +&x (@F —59) %’A“
[EL’P — G924 a@ xQP+3 x (& x QP) } Rueda rodando sobre un plano («=0, a,=0)
i = —|SplPOP
El campo de aceleraciones no es
. : N
equiproyectivo 7B <— B
la®
a
79 X
a Desarrollando el doble producto vectorial }/_’ - 0
~ A
a — —
P =39+ a@ x QP+ (3-QP)& — |3)2QP @ §A =0
AEIR A
R 35
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