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Introduccion

s La mecanica analitica utiliza funciones escalares para encontrar
las ecuaciones de movimiento (energia cinética, energia potencial...)

s El estado del sistema se describe utilizando coordenadas
generalizadas, que incluyen a las ligaduras.

s Permite resolver el movimiento o situaciones de equilibrio de
sistemas muy complejos.

s Es muy utilizado en estatica
s | as fuerzas de ligadura desaparecen del problema al analizar el
movimiento
s |[as reacciones se obtienen después de haber resuelto el movimiento o
el equilibrio

[

Requiere un grado de abstraccion mayor que la Dinamica Vectorial
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Coordenadas generalizadas

s Dado un sistema de N particulas, la descripcion completa necesita 3N
coordenadas cartesianas (3 por cada particula)

s Si existen ligaduras sobre las particulas el numero de coordenadas
necesarias se reduce

s Coordenadas generalizadas de un sistema son el conjunto de n

coordenadas {q, } " que permiten describir univocamente el estado del

sistema
s nes el numero de grados de libertad del sistema
s Pueden ser cualquier magnitud fisica. En la practica suelen ser distancias y
angulos
s E| espacio formado por las n coordenadas es el espacio de configuracion
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Coordenadas generalizadas

s Bastan tres coordenadas para describir el A A
estado del sistema, aunque éste tenga

infinitos puntos materiales

{CI1=$,Q2:97Q3:P} n=3

s (Cada punto en el espacio de

AQ3

configuraciones es un estado del sistema

A [,
Qe

s El movimiento del sistema puede

describirse como una linea en el espacio p

de configuraciones N
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Espacio de las configuraciones: ejemplo

s Muelle con constante elastica k y longitud natural | O >Y
s Coordenadas generalizadas: {r, 6 } n=2 ; " )
Vg

X vy m
Trayectoria en el espacio real Trayectoria en el espacio de las configuraciones
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Ligaduras holobnomas

a Son relaciones entre las coordenadas de los puntos de un sistema que pueden
expresarse como
f(x17$27'°'7x3]\77t) =0

s |as ligaduras geométricas bilaterales son holonomas

z =0
z2+y2:RQ

s Si el tiempo no aparece explicitamente son escleronomas
A

s Si el tiempo aparece explicitamente son rednomas
z =0
(x —vot)* +y* = R*

a Si hay una ligadura reénoma, el sistema es rebnomo
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Ligaduras no holonomas

s Son relaciones que no pueden expresarse como f(x1,x2,...,x3n,t) =0
s Ligaduras cinematicas: aparecen las derivadas temporales de las coordenadas
f(.fCl,CCQ,...,CU3N,CC1,$2,...,Qng,t) =0

s |ntegrables: pueden integrarse para eliminar las derivadas -> son holonomas
s Rodadura sin deslizamiento en movimiento plano

—

ﬁG:j?Zl Y, 4
7 —iC + 3 x CC — & = Rl
d—x:Rd—9:>dx:Rd9j
dt dt

— x(t) — (0) = R(6(t) — 6(0))
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Ligaduras no holonomas
s Son relaciones que no pueden expresarse como f (xl, T, ..

Ligaduras cinematicas: aparecen las derivadas temporales de las coordenadas

.,ZCgN,t) =0

4

f(aj]Jan?' . 7x3N7j717j:27"' 7jj3N7t) =0
s No integrables: no pueden integrarse para eliminar las derivadas -> son no holénomas
s Rodadura sin deslizamiento en 3D (n=3) 0
G =05 TG =in+yn 0 =0 + Gk GO =T+ T
Y
5 . - . A 0
Wao = P ko 17%:17%+@20x6@:}2¢70 Yoy
272%:6 — Ry cos 07 + Risenf 7
AZl G(:U7y7 R)l
17571:17%4_17(?:(:1‘;4—}%@&.0080)_’1 v,
+(y + Ry senf) 71 :
: ; ©,-¥p
o = x+ Rycosf =0 O b%
U21_O:>{g—|—R¢SGI19:O 20 = cos 01 + senf 7 !
11
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Ligaduras holonomas y no holonomas
s Ligaduras holonomas

Geométricas bilaterales

Cinematicas integrables

En ambos casos es posible encontrar funciones que expresan las coordenadas de
la particulas del sistema en funcion de las coordenadas generalizadas y el tiempo

;o = 75(q1, - -+, Qn, t) i1=1,...,N

or;
ot
o7,
ot

|
=t}

Si el tiempo no aparece explicitamente la ligadura es escleronoma

l

Si el tiempo aparece explicitamente la ligadura es rebnoma

£0

Basta con una ligadura redbnoma para que el sistema sea considerado reGnomo
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Ligaduras holonomas y no holonomas
s Ligaduras no holbnomas

Geomeétricas unilaterales
Cinematicas no integrables
No es posible encontrar funciones que expresan las coordenadas de la particulas

del sistema en funcion de las coordenadas generalizadas y el tiempo

N o . , or; -

Si el tiempo no aparece explicitamente la ligadura es esclerbnoma —0
ot

or; |, -

Si el tiempo aparece explicitamente la ligadura es rebnoma o £ 0

Basta con una ligadura redbnoma para que el sistema sea considerado rebnomo
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Velocidades virtuales

s Velocidad real de un punto del sistema: v;

s Consideramos un sistema holénomo: 7 = 75(q1, - - -, Gn, 1)

s Expresada en funcién de las velocidades generalizadas: g

/U .

)
:Za—r
k=1

/(7@7“7" (97:;
‘ ot
7
?7i:?7;<—|—atz 221,.

— drz L Z arz ko
8q dt

— n — —
({97'7; 87“7;, 87“@-

qr +
6’75 — dq, ot
Velocidad virtual

Velocidad de arrastre

N
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Velocidades virtuales
s |Las velocidades de arrastre son las debidas a los vinculos reobnomos

s Las velocidades virtuales son las velocidades compatibles con los vinculos.
Son las velocidades posibles si congelamos el tiempo

s En sistemas escleronomos, las velocidades virtuales y las posibles coinciden
{plibre, 0 = wot} n=1
- O O} - O ST
Vg1 = Ugg + Vg1 = Vo + V¢ y

{p =wot, Olibre} n=1

-C _ =C —C' __ —arr —xx
Vg1 = Vg T Vg1 = VUc  + Vo

{plibre, Olibre} n =2 0
U = U6 B
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Desplazamientos virtuales

s Son los desplazamientos posibles de los puntos del sistema que sean compatibles
con las ligaduras, a un tiempo congelado

mn
(9?:; 87“7; - - .
dr; = 9 qu—l—atdtzémqtdtm 1 =1,..., N
k=1 1k
L 0T . . L,
0T = 0qk Desplazamiento virtual: or; = U, dt
k=1 0y,
= 87:; - — —=aTrT
d.r; = dt Desplazamiento de arrastre: d;r; = v, " dt
ot !

s En sistemas escleronomos los desplazamientos virtuales y los posibles coinciden

s |Las fuerzas aplicadas al sistema no cambian durante el desplazamiento virtual
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Desplazamientos virtuales de un sistema de solidos rigidos
a  Consideramos sistemas de solidos rigidos descritos por un conjunto de

coordenadas generalizadas {q,..., q }
s Un desplazamiento virtual del sistema es un conjunto de variaciones
infinitesimales de las coordenadas {4q.,..., 69 }

s El desplazamiento virtual de cualquier punto de los sélidos puede expresarse en

funcion de los 4q;

A Y, L
FB:@:Qasenﬁfl e
§Fg = %359 — (2acos 07,)50 0
FG:O?:aseHQfZ’lJracosé’ji O B ;,1
L 0rg L L
TG = 0 = a(cosfr; — senf j1)00

90
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Desplazamientos virtuales de un sistema de solidos rigidos
s Para solidos rigidos también es interesante considerar rotaciones virtuales

s Una rotacion virtual se representa por un vector paralelo al eje de la rotacion, con
sentido dado por la regla de la mano derecha, y con componente sobre €l eje de
giro dada por el angulo girado

s La rotacion virtual puede expresarse en funcion de los 6q,
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Ligaduras ideales

s Un sistema esta sometido a ligaduras ideales si el trabajo total realizado por ellas
en un desplazamiento virtual del sistema es nulo

M
SWoin = »  ®;- 67 =0
1=1

s Ejemplos de ligaduras ideales
# Vinculos lisos
s Vinculos rugosos estaticos (incluye rodadura sin deslizamiento)
@ Vinculo interno de rigidez en solidos rigidos

s Ejemplos de ligaduras no ideales
a \inculos rugosos en regimen dinamico (con deslizamiento relativo)
@ Vinculos unilaterales
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Principio de los trabajos (P.T.V.) virtuales para un sistema de particulas

§

Un sistema de particulas sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si y

sOlo si el trabajo total realizado por las fuerzas aplicadas sobre el sistema es
cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema
M

5W:Zﬁz~~5ﬁ-:0

1=1

s Demostracion a partir de la Segunda Ley de Newton

M

Fit-®, =0 Vi

—>ZF2—|— ;)01 =0

— F; - 67, (5 =
Z Ti T Z ri =0 A es posicién de equilibrio

B no es posicion de equilibrio
S Z F or; =0
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Principio de los trabajos virtuales (P.T.V.) para un sistema de solidos rigidos

"Un sistema de sdlidos rigidos sometido a ligaduras ideales esta en )
equilibrio si y sélo si el trabajo total realizado por las fuerzas y
momentos aplicados sobre el sistema es cero en cualquier
desplazamiento virtual del sistema

M P
SW =) F,-67+» M;-66; =0
S i=1 j=1 )
74 =a(cosO7; + senf 7)) 0=0k
. OT A . . S S
O 4 = W§9:a56’(—sen921—|—608931) 00 = 60 kq
F 67y = —aF 30 cos To-60 =T0d0

SW =F - 67F4s +Tp - 60 = (—aFcos@+T1p)d0=0—Tp — aFcos® — T'p = aF cos 0k,
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Principio de las potencias virtuales (P.P.V.)

s Es similar al P.T.V, pero se usan velocidades y rotaciones virtuales
s Para un sistema de particulas

Un sistema de particulas sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si y
sOlo si la potencia total realizada por las fuerzas aplicadas sobre el sistema es
cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema

M
P=) F -5 =0
1 =1

s Para un sistema de solidos rigidos

Un sistema de solidos rigidos sometido a ligaduras ideales esta en equilibrio si y
sOlo si la potencia total realizada por las fuerzas y momentos aplicados sobre el
sistema es cero en cualquier desplazamiento virtual del sistema

M P
P=>Y F-of+Y M;-&;=0
i=1 j=1
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Fuerzas generalizadas

d

Los desplazamientos y las rotaciones virtuales se pueden expresar en funcién de
las coordenadas generalizadas para sistemas holdbnomos

2. OF

7 =Ti(q1, .-, qn) — OT; = 825%
k=1 74k
n -

0;=0i(q1,.-. qn) = 005 = ) ——dqi
k=1 aqk

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @u‘g 27



Fuerzas generalizadas

s Sustituimos en el Principio de los Trabajos Virtuales

M P
OW =Y F;-0r;+ Y M;-60; =0
i=1 j=1

oW =Y F;- Zarz5QR+ZMJ > L oq

=1

n M R n P —

=> Y F, gn Sar+ > > M; ?5%
k=1 i=1 k=1 j=1
N 7/}

— F, - ! M. - —L 1§
— ; aqk+; J 5’% qdk
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Fuerzas generalizadas

s El principio de los trabajos virtuales se expresa

n L 0T a0,
I;Qk qk k ; 9q, ; i Dq,

# En general no son fuerzas como en dinamica
s (Cada grado de libertad lleva asociada una fuerza generalizada, que puede mezclar
varias fuerzas y momentos fisicos aplicados en puntos diferentes del sélido

{6} n=1
74 = a(cos0i1 + senf 7)) 0 =0k
X1 QQZﬁ'%+f0°%:—GFCOSQ+FO

SW = Qpé0 = 0 = (—aF cosf + )60 = 0 = T'p = aF cos 0 k;
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Fuerzas conservativas

s Supongamos una particula sometido a una fuerza conservativa
s PTV. {0} n=1 Uy=0 -
() = RcosO@v+ Rsenf J
07(0) = (—Rsen @7+ Rcosf ) o0

ﬁ-&?zO:—ngsen%q:O:Heq:O

s Al ser una fuerza conservativa podemos asociarle una energia potencial
U, = —mgRcosf =U(0) oU, = —0W, = —_P. o7
a EIP.T.V. puede reinterpretarse como minimizacion de la energia potencial
- oU oU
P . _»: p— E— p— e —
0r =0 <= oU, O:><80>50 O:>89 0

oU
20 =0= mgRsenfl.; =0= 0., =0

Mecanica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2017/18 @u‘g 31



Fuerzas conservativas: condicion de equilibrio

s Siun sistema esta sometido a varias fuerzas conservativas, definimos una
energia potencial total como la suma de la energia asociada a cada fuerza

U:U<Q1,...,qn,t)

s En este caso, el P.T.V. equivale a decir que las posiciones de equilibrio
corresponden a las configuraciones que hacen extremal la energia potencial total

oU = Z (qu =0

s Silas ncoordenadas generallzadas son mdependientes la condicion de equilibrio
es

a—U:O Ek=1,...,n
dq,,

s Obtenemos n ecuaciones para nincognitas: los valores de equilibrio de g,
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Fuerzas conservativas: estabilidad del equilibrio

s La condicion de equilibrio encuentra extremos de U Inestable
oU Ocqg =0
%—O:>ngsen0€q—O:>{ e

s Para que el equilibrio sea estable la energia potencial

debe ser minima

s En sistemas con varios grados de libertad debe ser un X v Estable
minimo absoluto para ser estable

Inestable

— o T _.:":f"" i
e Estable Y/
X -
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Fuerzas conservativas y no conservativas a la vez

a  Si sobre el sistema actuan fuerzas y/o pares no conservativos, los elementos no
conservativos se agrupan en fuerzas generalizadas no conservativas

a Las fuerzas generalizadas no conservativas son

P —
or, . 00
FNC Ly pMNeL 22
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