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Cantidad de movimiento de un sistema de particulas

s | a cantidad de movimiento del sistema es la suma de la cantidad de movimiento

de cada una de las particulas que lo componen

n
’L:

E Z E mZ U’L
=1

1

s Para un sistema continuo

6=/dﬁ:/ﬁdm

s Un solido rigido es un sistema continuo

s En funcion de la velocidad del centro de masas

—

C =Mvon

s Todas las velocidades deben ser medidas en un SRI
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Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

El centro de masas de un sistema de particulas se mueve como una
particula con toda la masa del sistema, sometida a la accion de la fuerza

externa neta que actua sobre el sistema

5 dC -
C — — Feazt
dt 1 neta

s Las fuerzas externas son las que provienen del exterior del sistema

s Las fuerzas internas son las que se ejercen entre partes del sistema
# Se anulan por pares gracias a la Tercera Ley de Newton
s  También recibe el nombre de Teorema del Centro de Masas

a Sjla masa del sistema no cambia

L]
—

C = Mig = Mdg = F

neta
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Teorema de la Cantidad de Movimiento (T.C.M.)

a Demostracion
n

C:E Zmz?}z :ZT ;( v () )
1=1 1=1
n mn
s Segunda Ley para cada particula _ Z Eext 4 Z F_’wiint
d mU — —. —1 —1
(d; Z) — Fzgxt T Fimt ¢ v

# |as fuerzas internas se anulan por pares por la Tercera Ley de Newton

mi ma n mi ma2 ms
¢ ¢ ﬁint 1 ﬁ F’ - = =
| Z i = (Fas1 + Fa1) + (Fis2 + Fao) + (Fass + Fiss)
mo © =1 . 6
s Por tanto

neta

. mn
C — E F,L-eXt — Fext
1=1
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Teorema de Conservacion la Cantidad de Movimiento (T.C.C.M.)

s S la fuerza externa neta es nula, la cantidad de movimiento del centro

de masas se conserva

Gert _ () _— (=0 — C(C=CTFE

neta

s Hay que aplicarlo en un SRI

s Ejemplo: deslizamiento sobre una superficie helada plana

s Conservacion parcial (T.C.C.M. parcial)

—

ext | — (C -1 =-cte

neta

s E| vector u tiene que ser fijo respecto al SRI

s Ejemplo: movimiento parabdlico en el campo gravitatorio terrestre
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Momento cinético de un sdlido rigido

. s . y g —»A —
s Reduccion cinematica en el punto A {737, o1}

s Distribucion de masas del sélido {G,M, 14}

N
s Momento angular en el punto A ;)21 2
EA:?A-Qm—l-M@Xﬁi i
s Si A es un punto fijo O del sélido: 73 = 0 A
Lo = ?o - (W21 101 ;
s SiA es el centro de masas G: G( = 0
F Xy

— A =
LG:]G'Wzl

s Esto es cierto siempre aunque vS £ 0
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Momento cinético de un sdlido rigido

s Demostracion

EA:/ﬁx (dm 72)) /dmﬁxvm

_p
Aﬁ:f’ U21—U21‘|'w21><7“

EA:/defolJr/dex(@le)

:(/dmf)X?7§41+/dm(T2@’21—f)<F0321)) ’ Ol
:M@xﬁgﬁ—l— [/dm(rQﬁ—FF)] - Wa1

:Mz@X?7é41+?A'@21
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Campo de momentos cinéticos de un sadlido rigido

s El momento cinético cambia para puntos diferentes

EB:/ ﬁ)x (74 dm) = /de?xvzl
M

dm (BA+@ ) X Tay

dmﬁxﬁi%—/ dmzﬁxﬁﬁ
M

x(/ dmvi)—l—/ dmzﬁxv21
M

X@—FEA

|

5|

[EB:EAH?X@]
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Sistema sometido a fuerzas externas
—_ %

MeXt -+ C X OlA

C Cantidad de movimiento del CM

Mext Momento neto de las fuerzas
externas respecto a A

H

Velocidad absoluta de A respecto »
0:4 al punto fijo absoluto O, X1
s Si A es el centro de masas G s Si A es un punto fijo absoluto O
l._jG — Mext iO — Mext

s Valido aunque 75 # 0
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Demostracion

P
= ﬁz X (m;Up;) = (01?¢ - OT‘D X (m;Up;) 1

s Derivando respecto al tiempo O, P

iR — \ N .
LAz' = (?7132 — OlA) X (mzﬁpz) + (OPZ — OlA) X (mzﬁpz)

O1

AR _> \ 5 — —.
LAi = miﬁpi X OlA + (OP@ — OlA) X (Fz-ext + F;nt)

s Sumando para todas las particulas ( o elementos de volumen en un

solido rigido)
L= ZLAZ = (Z mzvpz> < 014 + Zﬁ Feot 4 27/1?“”
= C x O A + Mg
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Teorema del momento cinético (T.M.C.)

s Demostracion de que el momento neto de las fuerzas internas es cero

ﬁint _ ﬁigt + Fmt
Flnt Fmt _I_Flnt
Flnt Flnt _|_F1I1t
—Hint ~int
F12 — 421
Fmt __ _ ppint
31
—~int ~int
b5y = —F5

—int
F31" P

Fmt

Zzﬁz Xﬁiint :1@1 X (ﬁlint

:(El—ﬁg)x

= (PiP2) x Fi5' +

=0

1nt _|_ jﬁ2 >< 1nt 1nt _|_ ﬁ:% >< mt
Fiot 4+ (APy — AP3) x Fli' + (AP, — AP3) x Fiit

ﬁ mt [ﬁ ) Flnt

mt)
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Teorema de conservacion del momento cinético (T.C.M.C.)

s Conservacion total

s A es un punto fijo absoluto O s A es el centro de masas G
St =0= Lo = cte &Y =0= Lg = cte

s Conservacion parcial: si el momento neto de las fuerzas externas no
tiene componente sobre una direccion fija, la componente del momento

cinético sobre esa componente se conserva
F' || 4 (fijo) = Lo - i = cte

Ft corta @ (fijo) = Lo - @ = cte

s O debe ser un punto fijo absoluto

s También es valido para G si el momento esta expresado en una base fija
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Energia cinética de un solido rigido

. s . y g —»A -
s Reduccion cinematica en el punto A {757, Wa1 }

< —P
s Distribucién de masas del solido  {G, M, I 4} ;J21
s Energia cinética del solido rigido
1 1
T = §M‘U21|2 + Mﬁ (U21 X CU21> + 20021 IA CUQl
Aé A
s Si A es un punto fijo O: 79 =0 21
1 < 1 -
T:§Q_J)21'[O'C:})21—§ L
s SiA es el centro de masa G: GG = 0 >
01 Y,
1 qe, 1. ¢
T = —M’UQl‘ + —Waoq - IG - W21
2 2 ’X
1

s Esto es cierto siempre aunque ﬁﬁ # 0
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Trabajo de las fuerzas internas

s Para un sistema de particulas drs

int —int . Flnt)??#4 dWint = ﬁlQ . dFl -+ ﬁ21 . df’Q
dW — Z F’L] . dlrfl,] Flnt K\ I — F12 . (dFl . dFQ)
12 =

pares o = Flp-dria # 0
dri; = dr; — d7 12
¥ dr

s Para un solido rigido: d7; - i;; = 0 = dW™ =0

dWmt ﬁlg . d771 # 0 dWint dWmt 4+ dWmt
AWirt = Fyy - dity # 0 = Fiy - df + Fyp - di
— Fiy - (dF) — d7%)
— ﬁlQ * dFlQ = O
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Trabajo y potencia aportados a un solido rigido por fuerzas externas

0
s En un solido rigido dW = dW™ 4+ dW et = qiWwe*

s Sobre el sélido actda un conjunto de fuerzas externas {Fy*"}7_,

aplicadas en los puntos {Px};_
s Reduccion cinematica del movimiento del sélido en el punto A: {#3}, &21}

s |La potencia total suministrada por las fuerzas externas es
n
ﬁext _ ZﬁISXt
NI Z @k x Foxt

s Sj| A es el centrode masas G k=1

P =F" . g5y + M§® - &

¢ thI‘aS — ﬁeXt U21 dt
dW" = thras + dWrot .
AW,or = ME - Gy di
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Trabajo y potencia aportados a un solido rigido por fuerzas externas

s Demostracion

s | a potencia suministrada por las fuerzas externas es

mn
2 : Hext =P 2 : t ﬁ
P — Flgx /U2f — eX U21 —|_CU21 X A
k=1
mn
=) Fg + § FE Gy x APy
mn mn
ext ﬁ ext -
— E F]SX v21—|— E (A kXF;SX) - W21
k=1

k=1
L F’ext —A Mext —
= '021 —+ W1

Lk son las velocidades absolutas de los puntos del sélido donde se aplican las
21 fuerzas externas
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Teorema de la energia en un solido rigido (T.E.C.)

s El trabajo de las fuerzas internas es nulo
dT = dW = dwet

T:Wext:P:F’ext.?7§41+ _’zxt.@»fl
T(B) — T(A) = W™'(A, B)

s Descomposicion de la energia cinética respecto al CM

1 . . rext =G
Ttras — §M‘UQC%‘2 Ptras — Ttras = I " Uo1
1 < : R
_ — — t -
Trot — §w21 ) ]G " W21 Prot = Trot = Ce;x - W21

s En un sadlido rigido, el T.E.C. se puede demostrar con T.C.M. y T.M.C.

s En un sistema deformable no
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Teorema de conservacion de la energia mecanica (T.C.E.M.)

s Fuerzas no trabajadoras: el punto de aplicacion es fijo o la velocidad del

punto de aplicacion es perpendicular a la fuerza

s Fuerzas trabajadoras
s No conservativas

s Conservativas: se puede definir una energia potencial asociada
s Si solo las fuerzas conservativas hacen trabajo
E=T+V dE =0 E = cte
s Si hay fuerzas trabajadoras no conservativas

dE = dWxe AE = Wxe E = Pne
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Trabajo interno en un par de soélidos en contacto

s Definiciones de trabajos
dW;; Trabajo que el solido i recibe del j

dWj; Trabajo que el sdlido j recibe del i

dWine(4,7) = dW;; +dWj;  Trabajo total interno

s Definiciones de potencias

P;; Potencia que el sélido i recibe del |
Pj; Potencia que el sélido j recibe del |
Pin(i,5) = Py + P Potencia total interna

s Hay que calcularlos en un MOVIMIENTO ABSOLUTO
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Trabajo interno en un par de soélidos en contacto

s Caso LISO dWin°(i,5) = 0 Py (i,5) =0
s Caso RUGOSO dW; %(i,5) <0 Pl8(i,7) <0

s Régimen dinamico: hay deslizamiento entre los solidos

dW: “5(i,7) <0 P 5(i,7) <0

int int

s Reégimen estatico: no hay deslizamiento entre los soélidos
s Reposo relativo

a Rodadura sin deslizamiento

dWI8 (3, §) = 0 PrU8(i,§) = 0

int int
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Analisis de una rueda: papeles de la fuerza de rozamiento

s Cinematica ’ ’ Y,
5 . o . Yi 1
wa1 = —0k Uy = &7 1 >
s Rueda deslizando ¢ #0 O1 C N X
~di Sding din _ pdin  =C
Frolzn || —’U21 |Frolzn| — :udN Prolzn — F’rolzn U21 < O

s | a fuerza de rozamiento es una fuerza activa no conservativa que hace trabajo
s Dos grados de libertad: { x, 6 }

s Rueda sindeslizar 75 =0= & = R0 = z — z(0) = R(6 — 6(0))
‘Fest| S MeN Pest Fest ,1721 — 0

roz roz roz
s | a fuerza de rozamiento es una fuerza de reaccion vincular, que no hace trabajo y que
establece una ligadura entre x y 6 (1 grado de libertad)
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