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Principio de d'Alembert

s Tenemos un sistema de N particulas sometidas a fuerzas aplicadas y ligaduras

ideales
s Para cada particula se cumple la 22 Ley de Newton

—

mid; = F; +®; == F+& —md; =0
]5;- . Resultante de las fuerzas activas CI_D)Z . Resultante de las fuerzas de ligadura ideales
s Multiplicamos por un desplazamiento virtual de la particula
(F; + &; — m;d;) - 67 =0

a2  Sumamos para todas las particulas
N

Z(ﬁ@_i_ i — m;d;) -0 =0 ) ZF m;d;) 57“Z+Z/

1=1

N
Z(ﬁi —m,d;) - 67, =0  Principio de d'Alambert

1=1
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Ecuaciones de Lagrange

s Consideramos un sistema de N particulas holonomo con n coordenadas

generalizadas independientes
7=rilq,t) i=1,...N k=1,...,n

s Tomamos el Principio de d'Alambert

N n
N . ~ OF;:
Z(ﬁ —md;)-oF, =0 T Z(Fz — m;d;) - oqr =0
7 1 g i : 8qkz
i—1 1=1 k=1
°. o7 n [N oF
oy = 0qk E —myd;) - L 0qr =
=l k=1 ;( ) dqy,
n [ N N
- 015 L or;
Z 7" a/r _ m;ag - 8T 5Qk =0
k=1 Li=1 @% = L
Qk Py
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Ecauciones de Lagrange

a Las n coordenadas generalizadas son independientes
n

Z[Qk_Pk]5Qk:O @[Pk:Qk kzl,...n]

k=1

@& Son n ecuaciones diferenciales, una por coordenada generalizada

Y7
Qr = Fy - —

Fuerza generalizada de la coordenada k

N

or; o . . .
P, = E My - 6—Z Término de inercia generalizado de la coordenada k
. qy,
1=1
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Ecuaciones de Lagrange

s VVamos expresar los téerminos de inercia como derivadas de la energia cinética

d /9T\ OT
P — I A
LR (aq) dq, AL

al OF, OF,
— (2 5 1
i=1 UW = U
s Para una particula

- or; d o or; o d (0r
mgvg = Vi w5 | — MU -
dqg,, dt

s Vamos a ver las dos expresiones coloreadas
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Ecuaciones de Lagrange

oT;
s Manipulamos i
dq,.
s El sistema es holénomo 7 = 75 (qk, t) k=1,...,n

s Velocidad de la particula

o = T gt
L AR s|or|. | |oF dq;  dg;
6= = 2 lagll
et ot ot
Sdélo pueden aparecer las q yt
s Entonces
ov;  OF
dq,  0Oq,
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Ecuaciones de Lagrange

. d (or;
a  Manipulamos dt( )

dq,.
s El sistema es holénomo 7 = 75 (qk, t) k=1,...,n
. . . or; O
s Las derivadas parciales son funciones de las q, y t = (qx, 1)
dg,  Og,

d (o _z”:a o7\, . 0 (0F

dt \9g,) ~ = 9q; \ g, )" " 0t \ 9,

N~ (o), @ (aﬂ-)_ Z%" z
— dq,. 8qj (9q ot 8(]3

d for;\ 0 (dr\ 0y
dt \dq,) 9g, \ dt | 0Oq,
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Ecuaciones de Lagrange

s Retomamos el término de inercia de una particula

. 0Ty d o or; o d or;
m;v; - — Vi~ — | — MU; -
dg, dt dq,. dt \ Ogq,

dt (9—qk, dq,.
d [0 1 5 0 1 5

= —M;V; — 5. | 3MY;
dt \dq¢, \2 ' og, \2 '

~d (9T 90T, T — lm.qﬂ

T At \dq, ) dq, 2

s Sumando para todas las particulas
d (0T oT n
P = ( .)—— k=1,....n T — T,

dt \ 0q, dq,, ;
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Ecuaciones de Lagrange

s En un sistema holonomo con coordenadas generalizadas independientes

d /9T\ OT
97 1
dt (aqk) dq, Qu  k=1....n

s Obtenemos una ecuacion diferencial para cada coordenada

s Si hay mas coordenadas generalizadas que grados de libertad, (p. €j. si

alguna ligadura es no holénoma) no se pueden separar los sumandos

" /d /0T oOT
Z(dt(aq)‘@‘%)(j%—”

1=1

a Hay que usar técnicas adicionales para resolver el problema (Principio de

Liberacion, multiplicadores de Lagrange, etc)
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Sistemas conservativos

s Un sistema es conservativo si todas las fuerzas y momentos aplicados son

conservativos
@ Puede ocurrir que la energia mecanica no se conserve (ej: vinculo rebnomo
restringido)
s Silas fuerzas aplicadas son conservativas, las fuerzas generalizadas
correspondientes pueden derivarse de una energia potencial
s Consideremos un sistema holbnomo con n=r sometido a una sola fuerza

conservativa F° aplicada en el punto P

FC = FC(qs,t) U=U(gkt)
SU = —FC . 57F = —En:_ﬁc - gipaqk = —f:anqk

=1 9k i—1 c_ oU
oU = Zn: <g—i)5qk ' g,

1=1
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Ecuaciones de Lagrange para sistemas conservativos

s En un sistema holonomo conservativo con coordenadas generalizadas

independientes

d <8T> B oT N oU
dt \ 0q, dq,  0Oq,

=0 Ek=1,....n

a Si hay fuerzas aplicadas no conservativas, se agrupan en fuerzas

generalizadas no conservativas

M
NC E ANC —
1=1

d oT ol o0U NC
: - 4 — = Ek=1,...,n
dt (0qk> (‘9qk 8% @k
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Fuerzas generalizadas para un solido rigido

s Tenemos un solido rigido sometido a M fuerzas
s |Las M fuerzas son un conjunto de vectores deslizantes que pueden reducirse

en un punto: reduccion dinamica {(E;, A)VYM = {F, Mo}

M
~Y°F

1=1

M
Mo =" O0P,F,
1=1

s El movimiento del solido esta descrito por la reducciéon cinematica
R(0) = {@, 77}

s |La fuerza generalizada para cada coordenada generalizada es

-~ 0w
057 + Mo - - k=1,....n
8qk

_F.
Qu=F 5
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Fuerzas generalizadas para un solido rigido

a Demostracion

k= i = i
i=1 gy i=1 04y, T = sz
M
-~ 0
:Z z‘—.(UO—I—CUXf;)
1=1 aqk
M M
S Ov° L 0
— F; -+ F; - — (0 x 15
2P g T g
M M
- ov° — 0w
- (SA) S (Sn ) B2
i=1 aqk i=1 aqk
L 0% o 0@
= F- + Mo -
a4, a4,
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Funcion lagrangiana

s Consideramos un sistema holonomo con coordenadas generalizadas

independientes con fuerzas aplicadas conservativas y no conservativas

s Consideramos sistemas en que las energias potenciales no dependen de las
velocidades U = U (g, t)

s Funcion lagrangiana

(e )

s En general, es funcion de las coordenadas generalizadas, sus derivadas y el tiempo

L = L(qx, gk, t)
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Ecuaciones de Lagrange con la funcion lagrangiana

s Consideramos un sistema holéonomo con coordenadas generalizadas

independientes con fuerzas aplicadas conservativas y no conservativas

d (9L OL  ne
_ 9% k=1....
at (aqk) oq,  °F e

s Sitodas las fuerzas aplicadas son conservativas

d (9.[, —a—ﬁzO k=1,...,n
dt \ 0q, dq,,
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Teoremas de conservacion

s Momento generalizado p,

ot
Pk = aqk

s Sila coordenada es una longitud es una cantidad de movimiento

s Sila coordenada es un angulo es un momento cinético

s Coordenada ciclica: es una coordenada generalizada que no aparece en la

Lagrangiana or
—Z =0
dq,
s Sistema ciclico en el tiempo: el tiempo no aparece explicitamente en la
Lagrangiana oL
e
ot
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Teoremas de conservacion

s En un sistema conservativo con coordenadas generalizadas independientes y
ligaduras ideales, para cada coordenada ciclica el correspondiente momento

generalizado se conserva

d <0£> aE—O k=1,....n

dt \dq¢, ) Oq,

oL d oL dpy

_ p— _— p— t
oq, idt(@g,) V=" =~V ==l

s Si hay fuerzas generalizadas no conservativas, el momento generalizado se

conserva si la componente correspondiente de ésta es nula
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Funcion de Hamilton

s La funcidon de Hamilton o Hamiltoniano de un sistema se define como

n
H=> prip—L
k=1
s En general, es una funcién de las coordenadas generalizadas, sus derivadas y el
tiempo H:H(qk’qk’t) k:1,...,n

s En un sistema conservativo con coordenadas generalizadas independientes y

ligaduras ideales, y ciclico en el tiempo, el Hamiltoniano se conserva

(Z‘—];(pqu-kpqu—— Z —Qk> Z %Qk>+%—§

dH oL

dt ot
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Funcion de Hamilton

s Si el sistema es escleronomo y conservativo, el Hamiltoniano es la energia
mecanica total del sistema

H=T+U

s En un sistema conservativo, con coordenadas generalizadas independientes y

ciclico en el tiempo, la energia mecanica se conserva

dEE dH oL
E E——E—O:E—Cte
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Principio de Liberacion

a  Consiste en liberar los vinculos del sistema, sustituyéndolos por reacciones
vinculares

a  Permite calcular reacciones vinculares y/o tratar sistemas con mas
coordenadas generalizadas que grados de libertad

s El procedimiento es el siguiente
s Se libera el sistema rompiendo los vinculos
a4 Se aumenta el numero de grados de libertad

s Se sustituyen los vinculos por reacciones vinculares (fuerzas y/o momentos)
4 Se aumenta el numero de incognitas

a Las reacciones contribuyen a las fuerzas generalizadas
s Se resuelve el problema liberado

@ Se particulariza para la configuracion vinculada original

a Hay que considerar las relaciones de ligadura como ecuaciones adicionales
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Principio de Liberacion: Ejemplo

q— {0}

U=7U,+7r0Ug + 2k

T =2 (1241707 + %)
U = —mgrcosb
m- (.o 242 | 22
EZE (r + r<0 +z)—|—mgrcos@

q—1{r,0,z}
F - {mg, ]\7}
> L(r,0,z,7, 9, 2)
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Principio de Liberacion: Ejemplo

N
L3 v
)

h o

N —

mg

\ /

X,V

d (oL oL _,
dt \ Or or 7
d (oL oL
dt \ 9 o — <?
d (oL oL _
dt \ 02 9z 7

Mecénica Racional, GIC, Dpto. Fisica Aplicada III, ETSI, Universidad de Sevilla, 2018/19 [ ;zr

{6} . I S QLT
. G li %, Fo{mi )
( . VY .
[ r=E : e L(r0,2,7,6,3)
: r=1r=20 : oo
) 2=0 : ) N
|l 2=2=0" | mg
I N \J
: : X,V
: 4 : )
= mi — mrf* —mgcosf = N, N, = —m(R0* + gcos0)

=> mr20 + 2mrirf + mgrsenf = 0

=> mz =N,

0 = —%Serw
N,=0
\_ y,
30
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Multiplicadores de Lagrange

s Se usan para tratar problemas con mas coordenadas generalizadas que grados
de libertad

# Sistemas con ligaduras holobnomas en los que conviene no eliminar alguna ligadura
s Sistemas con ligaduras no holobnomas
s Es similar al Principio de Liberacion, pero las reacciones vinculares se anaden
directamente en el espacio de configuracion
s Permite tratar problemas generales mas alla de la Mecanica

s  Consideraremos por separado ligaduras geometricas y cinematicas lineales

@ |igaduras geométricas

fj(qk,t):() jzl,...,m

@ |igaduras cinematicas lineales
n

9(qQrs G t) = Y amr +br=0  1=1,...p
k=1
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras geomeétricas
s Una ligadura geométrica no involucra a las velocidades
fj(qk,t):() jZl,...,m

s Ej. filz,y,t) = 2*+y°—R*=0 t
s Puede interpretarse como una restriccion a los movimientos

virtuales posibles

afy . Ofi 0fi 0f1][ 6 B} i
—_ —_— —_— p— p— 05 p—

oh = s+ Grov= |5 Gy |y | = v ar=o |
— 2xdx +2ydy =0 — oy = —(x/y) dx O"

s |aligadura es impuesta por una fuerza de reaccion vincular normal al vinculo
®-0r=0 &, =AVfi
s El gradiente da la direccion perpendicular al vinculo, es decir, de la fuerza

s Al desvincular aparece un parametro A, la magnitud de la fuerza vincular, que se

ajusta para que el vinculo se respete
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras geomeétricas

a ;COmo se ve el mismo problema en el espacio de configuracion {r,6} ?

fl(xvyvzat): $2+y2—R2:O
or = [dx, Y]

5o v VI =[22,2y]

fi(r,0,t) = r—R=0
ot w 57 = [or, 60|
> 41 > 6>I<fl — [170]
00
or F
or=20 X
0, r=R r

s El gradiente en el espacio de configuracion da la direccion perpendicular al

vinculo en el espacio de configuracion

s |a fuerza generalizada de ligadura en el espacio de configuracion es

7 =\ V* fy
df1 8f1] )

vfl:[ar’ae
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Q. = X1 (0f1/0r)
Qy = A1 (0f1/00)

s Ej

Qr =M
Qo =0
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras geometricas; protocolo

s Problema general con n coordenadas generalizadas, m vinculos geomeétricos y

r grados de libertad
{ar =1 {fj(CIk> t) = 0}}71:1 r=n-—m

@ Se construye la lagrangiana, incluyendo las fuerzas conservativas

s Se construyen las fuerzas generalizadas para incluir las fuerzas
no conservativas, una por cada coordenada generalizada
s Se afnade una fuerza generalizada de ligadura por cada vinculo

a4 Cada ligadura afiade un término a cada fuerza generalizada

a4 Cada ligadura anade un multiplicador de Lagrange( una incognita)

# Se construyen las ecuaciones de Lagrange (n ecuaciones)

d 8.£ oL _ JkVC+Z)\,% :Ecuaciones: (n+m)
dt \ 0q,

1filar, t) = 042,
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'C(q}ca q.ka t)

NC

k
0J;
J aqk
Incognitas: (n+m)
{Qla---7Qn7>\17---7)\m}
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras cinematicas

a Una ligadura cinematica lineal involucra a las velocidades

9(Qrs @k t) = D amGe +by =0 1=1,....p
k=1

s También se pueden interpretar como una restriccion a los desplazamientos

s En un desplazamiento real

dg;zZalkqu+bzdt=0 [

=1,...,p
k=1
s En un desplazamiento virtual el tiempo se congela
n
g
5gl:Zalk5qk:O, Al = =, Z:1,...
dq,.
k=1
s |a fuerza generalizada en el espacio de las configuraciones es
[ = i gi l aqlaaaqn 1-.--9Un
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras cinematicas; protocolo
s Problema general con n coordenadas generalizadas, p vinculos cinematicos y r

grados de libertad

{ari=1 {91(qk, 4k, t) = Z aikdr + b = 0}, r=mn-—p
k=1
@ Se construye la lagrangiana, incluyendo las fuerzas conservativas L(qi, Gk, 1)
s Se construyen las fuerzas generalizadas para incluir las fuerzas kac
no conservativas, una por cada coordenada generalizada
s Se afnade una fuerza generalizada de ligadura por cada vinculo o
a Cada ligadura afiade un término a cada fuerza generalizada Fh a—qk = HiQik

4 Cada ligadura anade un multiplicador de Lagrange: una incégnita

s Se construyen las ecuaciones de Lagrange (n ecuaciones)

p
d (8£) _ 9L Zma_‘.ql — > Ecuaciones: (n+p)
9q, /) Oq, —" 04, '
s Se afaden las p ecuaciones de ligadura Incognitas: (n+p)
{0(qhr s ) Zalek‘|‘bl _ 0y, {1, Gns s pip}
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Multiplicadores de Lagrange: ligaduras geométricas y cinematicas

s Hay que anadir una fuerza generalizada (un multiplicador de Lagrange) por

cada vinculo, ya sea geometrico o cinematico

{filae,t) =0},

{91(qrs Gst) = ) aunge + by =

{aqk =1

r=mn—m-—2p

Uy

s Se construyen las ecuaciones de Lagrange, las fuerzas generalizadas, las

contribuciones a las fuerzas generalizadas de los vinculos y se anaden las

ecuaciones de los vinculos

d (0L oL _
dt \ 94, oq, °F

{fi(qr,t) =0},

{gl (QIW Qk7t) — Z alek + b = O}%):l

n

k=1

NC

p

+ZA afj +Z
J=1 \

5’9l

‘A
» Ecuaciones: (n+ m+ p)

/

Ly

Incédgnitas: (n+ m + p)
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Multiplicadores de Lagrange: interpretacion fisica

s Los multiplicadores de Lagrange son las contribuciones de los vinculos a las

fuerzas generalizadas
s Como en las fuerzas vinculares en mecanica, se ajustan para que los vinculos sean
respetados
s Pueden ser una componente de una fuerza, de un momento de fuerza, o cualquier
magnitud fisica
s Para identificarlos, podemos igualar la potencia mecanica con la potencia analitica

en un desplazamiento virtual

N n
Pooe = Z (ci)’zgeo 4+ (I;gin) ) ,5»: P = Z (Qieo 4+ Q?n) Qk
1=1 k=1
" ([ OF,
v; = Z ( Z) K
k=1 0y,
s En un solido rigido  Pyec =@ -7° +To - &
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Multiplicadores de Lagrange: interpretacion fisica

s Otra posibilidad es calcular las fuerzas generalizadas a partir de las reacciones

fisicas e igualarlas a las calculadas con los multiplicadores de Lagrange

__ ,geo cin __ - '8fi - _89j
ka—Qk +Qk _Z)\Z +ZM3@
J

i=1 aqk =1
N —
ka _ Qgeo 4+ Qcin _ Z((I_)’geo + (I—)’qin) . (9’Ui
k k P 7 7 8qk
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