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Vector de posicion en 2D

s El vector de posicion sigue el movimiento de la particula P
m(t) =x() T+ y(t) ]

# |Las componentes x(t), y(t) son funcion del tiempo

# E| conjunto de puntos recorridos por el punto P es la 7(t)
trayectoria: es una curva 7 >X
., L. O 7
s Descripcion matematica de una curva en 2D z(t)
L=7t)=x(t) 7+ y(t) ] I'=7(t) = I'=F(z,y) =0
y =y(t)
Vectorial Paramétricas Implicita
s Ejemplo
['=7(t) = Rcos(wt)T+ Rsen (wt)7  te|0,7/2w]
Y A
P _ | x(t) = Rcos(wt)
F:T(t)—{ y(t) = Rsen (w?) t €0, 7/2w]
S| /F()
J .
= >0
07 De I'=F(z,y)=2"+1y>—R*=0 ;go

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ T3 3



V'

Indice

s Movimiento en 2D
s Vector de posicion
s Vector velocidad
s Vector aceleracion

s Componentes intrinsecas de la aceleracion
s Movimiento en 3D
s Movimiento circular

s Geometria de curvas

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @1@“ 4



Vector velocidad en 2D

s Vector desplazamiento
AF = 7t + At) — F(t) = Az T+ Ay T y(t)
s [ntervalo de muestreo grande

y(t + At)
s El mddulo del desplazamiento no es la distancia recorrida

s Velocidad media

. AT
Um = Ay

@ Descripcion imprecisa del movimiento

s Velocidad instantanea

oy AT AT (t)
T AS0 At A 7 . X
- — >
O 7 o) 2t +de)
@ Descripcion precisa del movimiento
s El modulo se mide en m/s dr =7r(t+ dt) —7(t) = de v+ dy 7
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Vector velocidad en 2D

a7
F(t) = — =F=@74+47
dt

s En cada instante es tangente a la trayectoria

7
O 7 2(1) 4% 2t + dt)

s Si conocemos r(t), derivamos respecto al tiempo para ()
calcular la velocidad f
s En la base cartesiana los vectores de la base son constantes
F(t) = 0(t) =F=27+97
s Siconocemos Vv(t) y r(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para calcular
r(t), una por componente
Qe = o) dt = 2(t) = a(te) + [va(t) db
dF=dt)dt — 4 "
\ dy =v,(t)dt — y(t) =y(to) —I—tft vy (t) dt
0
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Velocidad en 2D

s La distancia recorrida en un instante dty en un intervalo

At son
ds = v/da2 + dy? = |dF] = |4(¢)| dt
t t
As:/mﬂ :/|17(t)\dt
to to
t t
Aac:/|d:c|:/]vx|dt
to to
t t
Ay:/\dy\Z/\vy!dt
to to

a El médulo de la velocidad es la celeridad o rapidez

dr
dt

_ds
Cdt

| —>

vl =
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Vector aceleracion en 2D

a Un vector puede cambiar porque lo haga su médulo o su AY Pﬁ(t)
. . »
direccion dt)
8 El cambio del mdodulo esta relacionado con la celeridad I
s El cambio en la direccién esta relacionado con como se curva la 9 >

trayectoria

a La aceleracion es la tasa de variacion de la velocidad

— . A,ﬁ) d/l_)) " . = . —
alt) = dim N = T T ]

@ Apunta siempre hacia la parte concava de la trayectoria

s El médulo se mide en m/s? (SI)

)
=4
©
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Vector aceleracion en 2D

a Sjconocemos r(t), derivamos respecto al tiempo para calcular la velocidad y la aceleracion

Ft) > 0t)=F —d=0=r

s Siconocemos a(t) y v(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para v(t), una por

componente y t
dvy, = a,(t)dt —  v.(t) =vy(to) + [ ax(t) dt
to

dvy = ay(t)dt —  vy(t) =vy,(to) + jay(t) dt

\

s Anpartirde v(t) y conociendo r(t,), podemos plantear 2 ecuaciones diferenciales para calcular r(t),

una por componente
p

de =v,.(t)dt — z(t) =x(ty) + ftvx(t) dt
dF = 5(t)dt = i

dy =v,(t)dt — y(t) =y(to) +tft v, (t) dt

\
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Componentes tangencial y normal de la aceleracion

s La aceleracion tangencial es la proyeccion de la

aceleracion sobre la direccion de la velocidad

v a-v

s La aceleracion normal es la parte perpendicular de la

proyeccion

_lax

= a(t) = dar(t) + an(t)

NG

U

any =y/a? —a% = |d X

]
s Vectores tangente y normal
s E| vector tangente es el vector unitario con la direccion de la velocidad

aT:EL’-T &'T:aTT

el
®¢| =4}

s El vector normal es el perpendicular a T y contenido en el planode vy a

—

d-N=|axT]| in =an N

2

— (@ — ar) an
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Componentes tangencial y normal de la aceleracion

s La aceleracion tangencial da la tasa de cambio del médulo de la velocidad

L A_L T _ 1 di_1d (9.7 1d /|2 |9 dg  d|7]
a = Qq - = qQ°+ — = —1 +- — = p— = — 0
g 3 |5 At |ode \ 2 7 dt \ 2 7 At dt

d (00 _1d@ o) _1/d5 o dv\ 1/, 7\ _ . do
dt o )72 @ 2 \a VTV w) T2\ ) TV W

s La aceleracidon normal indica como cambia la direccidon de la velocidad, es decir, esta

relacionado con la curvatura de la trayectoria

. v
s Radio de curvatura R, =—
anN
1 an
# Curvatura K = = —
R, v

—

s Centrode curvatura 7o, =7+ Ry

2
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Movimiento en 3D

s Vector de posicion
Ft) = z(t) T+ y(t) T+ 2(t) k
s Vector velocidad
T(t) = v () T+ v, (1) T+ v (t) k
=F=0l+97+sk
a Vector aceleracion

at) = a,(t) T+ ay,(t) J+a.(t) k

U

Vo U4 Uy T4 02 k
F= 3T+ i+ ik
s Desplazamiento diferencial
dr = v(t)dt
ds = | d7| = |0(t)| dt = /@2 + ¢2 + 22 dt

N—"

15
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Movimiento en 3D

a Triedro intrinseco

— 1 — 1
T=— N=—(d-adr
|| an

s Componentes intrinsecas

7—=oT d=arT +anN
ar :Jf: a—_,v
|V
d|v] v?
_ 7 R.—= 1 _
ar dt " anN
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Movimiento circular

a La trayectoria es una circunferencia R, = R(cte) k= —(cte)
s Velocidad angular 0 = w
s Aceleracién angular  § = ) — o
a Posicion

r=Rcosfr+ R senfj

s Velocidad
7(t) = RO (—sen 07+ cos7)

a Aceleracion

— —

T N
a(t)=0= RO (—senf7+ cosh7) + RO? (—cos 07— senf ?)
s Relacion entre magnitudes cinematicas lineales y circulares FT’ = [—sen#, cosb, 0] \
s=RO | v=RO aT:d-f:Ré an —a-N = Rb? N = [— cos ), —send, 0]
= Rw = R« = Ruw? B = 0,0,1]
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Movimiento circular uniforme

s La aceleracion angularescero a=w =10

# Velocidad angular 0 — wo = cte

s Angulo barrido 0 =0(0)+ wyt t>0

s Magnitudes cinematicas
s(t) = RO(t) t > 1o
v = Rwy = cte
@] = ay = Rwi = cte
s El movimiento es periddico

O(T) = 0(0) + 27 o
— T =
O(T) =60(0) +wo T “o
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La velocidad no es constante

L a celeridad si es constante



Movimiento circular uniformemente acelerado

s La aceleracion angular es constante & = w =
s Velocidad angular 9 — W = 9(()) + agt t>0

Ve . o 1
s Angulo barrido 0 =6(0)4+0(0)t+ 5040?52

s Magnitudes cinematicas
s(t) = RO(t) t>0
v(t) = Rw(t) = v(0) + Ragt
an = Rw(t)?> = R(6(0) + apt)?

s El movimiento no es periddico

20

Fisica |, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ﬁg‘



Movimiento circular: descripcion vectorial

s Se define el vector velocidad angular @ = 0 n

s Rapidez de giro: § A
A —
# Recta soporte: eje de giro, perpendicular a la circ. )\ “

s Sentido: regla del tornillo

&l

. ., -
s Se define el vector aceleracion angular o
dcw
dt
s Velocidad y aceleracion

a =

3l

U=w X =W XT
E=70=0axX7F+@ % (J %7
i = A X T any =W X (J X T)

- -
s Los vectores m y a son vectores deslizantes
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Parametrizacion de una curva

s Una misma trayectoria puede ser recorrida con diferentes velocidades

a La geometria de la trayectoria es independiente de como se recorra

s Una curva se puede parametrizar de muchas maneras

# El triedro intrinseco en cada punto es independiente del parametro que se utilice
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Parametrizacion de una curva

s Descripcion matematica de una curva en 3D

s Vectorial T=7\) =2\ T+yN) T+ 2Nk A€ A, A
r =x(\)

s Paramétricas '=rA) =< y=y) A€ (A1, Ag]
z = 2z(A)

a |mplicitas

— Fl(x7y7z> =0
= { Fy(r.y, 2) = 0 xr € |x1.x3] Yy € |y1.y2] 2z € |21.29]

s  Ejemplo: circunferencia de radio R, centro en el eje OZ y en el plano z=0

A
['=7(0) = Rcos67+ Rsenfy 6 € [0,27) ’
()

x = Rcost
'=r(0) =< y= Rsenf 0 € [0,2m) Z

2 =0 X>

[ F(z,y,2)=2>+vy>—R*=0

F:{ FQEaz,y,z;Zz:O z,y € [= R, k]
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Desplazamiento diferencial
. , S dr
s Se calcula derivando respecto al parametro dr = (ﬁ) dA

s Aplicacion: longitud de una circunferencia

7(0) = RcosO7+ Rsen 07 0 €[0,2m)

o
A7 (0) = (d—g> d0 = RdO (—send 7+ cos 6 7)

a4 La longitud es la suma de los modulos de todos los dr

27 27

L:/|df1(9):/Rd9:R/d9:27rR
0 0 ‘
o R
s Aplicacion: area de un circulo

1 v J
17(0) x dif(0)| = 3 Rcos@ R senf
—R senf d0 R cos6dé

N | =
OO Y
I
DN | —
oy
&)

o
()

dA(h) =

a El area del circulo es la suma de las areas de todos los triangulos
2w

1
A:/dA:/%W(Q) xdF(9)|:/§R2d9:7rR2
0

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @u“g 25



Geometria de curvas: triedro intrinseco (de Frenet)

a Curva parametrizada en funcién de un parametro A
7 = 7(\)

s Vector unitario tangente a la curva en cada punto

d7/dA

f = \df’/d)\] Vector tangente

N
a E| vector normal indica la variacion de la direccion de T

L dT/dA
N = H/ Vector normal
dT'/dA . w
El triedro es intrinseco a la
curva. No depende de como
s Completamos el triedro se recorra ni del sistema de
ejes y coordenadas que se
[ B=TxN Vector binormal] utilice
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Parametrizacion de una circunferencia

s Parametrizacion con el angulo Y A
x(0) = Rcosb I
7 =70) = y(0) = Rsent B
z2(0) =0 .
r N
0 € [0, 27T) \9
_
s Triedro intrinseco R O X
s \ector tangente
T=——— =—senflv+cosf 7y
a7/ df) ot costy
@ \Vector normal
. dT/dé
N = _,/ = —cosfr—senf ) _ _ B _
| AT/ dé| Indica la direccion en la que gira el vector tangente

_ cuando varia 6
# Vector binormal

B=TxN=k

)
=4
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Parametrizacion de una circunferencia

s Parametrizacion con el tiempo
0 = kt*

x(t) = Rcos(kt?)
7= 7(t) = { y(t) = Rsen (kt*)  t € [0,/2r/k]
2(t) =0

s Triedro intrinseco

s \ector tangente
dr/ dt

T=—1" = _sen(kt®) 7+ cos(kt®) 7
T d (kt*)7+ cos(kt®) ]
En cada punto de la curva los vectores del
tridero son los mismos independientemente del
= Vector normal parametro que se utilice
N = dj:—/(hf — —cos(kt®)7— sen (kt?) 7
| AT/ dt] 4 _ )
Vector velocidad
s Vector binormal
L. dr dr dé dr j
B=TxN=k T N T AN d9

. J

Fisica I, GIC, Dpto. Fisica Aplicada Ill, ETSI, Universidad de Sevilla, 2019/20 @ﬁ?{ 28



Triedro intrinseco o de Frenet: siginificado

/ Linea recta

N,

\_

~

Vector tangente uniforme

/ Linea plana \

ﬁ
o &}
1

TT

N

N,

Contenida en un plano
Vector tangente variable

Vector normal N apunta en
la direccion en que se tuerce

/

N,

\Iacurva /
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No contenida en un plano

Vector binormal B=T x N
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/
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Parametro arco ( o natural)

s El parametro arco es la distancia recorrida sobre la curva

z(s) = R cos(s/R) s=s(0)=R0O

s La curvatura en cada punto es el modulo de la derivada del

vector tangente cuando esta expresado en el parametro arco

dT

k(s) = %

a Si se usa otro parametro hay que utilizar la regla de la cadena

dT
d\

dA

A=As) = Kk = 1
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Velocidad y aceleracion en el triedro intrinseco

il
-
waf}

: a U
s Expresiones g

v=35T

s Significado de las componentes de la aceleracion

a, a,
Informacion Variacién del médulo de v Variacion de la direccion de v
signo Positivo (acelerado) o negativo (retardado) Siempre positivo
Nulidad permanente Movimiento uniforme (|v| constante) Movimiento rectilineo
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