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’@Con el objeto de medir la velocidad de una bala se dispone del siyuiente moniaje: Un bloque
tasa M = 5kg que se encuenira unido a un muelle ideal de constante eldstica k — 200N /m,
sin ezistir rozamiento con el suelo. La bala (de masa m = 20 g9) se dispara horizontalmente sobre
el bloque, quedando incrustoda en éste. Sabiendo que el sistema realiza oscilaciones armdnicas de
amplitud A = 0.2m, ;qué velocidad llevaba la bala antes de la colisién? Solucidn: 317m/s

Llamaremos vg a la velocidad inicial de la bala. Para delerminar la relacién entre vg y la veloci-
dad del sistema bala+bloque justo después de la colisién aplicaremos el teorema de la cantidad de
movimiento a dicho sistema desde la situacién en que la bala entra en contacto con el bloque hasta
la situacion cn que la bala queda en reposo respecto al bloque, moviéndose el conjunto con una cierta
velocidad inicial. Teniendo en cuenta que las fuerzas externas son los pesos de la bala y del bloque, y 1a
reaccion del suclo sobre el bloque, la cual tiene sélo componente normal dado que no existe rozamiento,
la compouente horizontal de la resultante de las fuerzas externas es nula, y por tanto se conserva la
componente horizontal de la canlidad de movimiento del sistema. No se considera la fuerza del muelle
sobre el bloque dado que el muelle no actiia hasta que el bloque se mueve, y se esta suponiendo que la
colisién sucede “casi” instantédneamente sin existir un desplazamiento del sistema “durante” la misma.
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La cantidad de movimicnto antes de que la bala choque con el bloque es mupi, y justo después
(m + M)Vi Tenemos:
mug = (m + M)V = V= ﬂ_ (1)
m -+ M
Una vez que el sistema estd en movimiento la tinica fuerza externa en la direccién horizontal es la
del muelle, de forma que ¢l movimiento sera arménico simple. Tenicndo en cuenta que la cnergia
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potencial nula, con la situacién en que la energia cinética es nula y la energia potencial es maxima,
donde £ = A, se tiene:
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Sustituyendo en (2) la expresién de V dada por (1) podemos despejar el valor de ny:

! mng | B A
= M) - kAT = = —y/k(m - : .
2(1!1 | )(m TME 3 i — Vk(m -+ M) (3)

Sustituyendo valores se obtiene

0.2m - B .
= B V200 Nm =1 x (0.02kg + 5 kg) = 317ms"". @
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Un oscilador arménico sin rozumiento, con masa m = 0.8kg y frecuencia natural wg = drad/s,
puede oscilar en el eje OX de unos ejes coordenados fijos, alrededor del origen O. Si se somete a
oscilaciones forzadas con una fuerza F, = 8cos2t N, y sabiendo que en el instante inicial (t = Os) se
encuentra en z(0) = 2m, dirigiéndose hacia el origen con una velocidad de médulo 1m/s, jcudnto
vale la velocidad para t = 2 s? Solucién: 2.07 m/s

La ley del movimiento del oscilador forzado sin amortiguamiento es

F
z(t) = m——(uz—omw—z)coswt + c1coswpt + cosenwot = 2cos2t + ¢jcos3t + cpsen3t (m), (12)
-

donde hemos tenido en cuenta que Fy = 8N,w =2rads™!, m=08kg y wg = 3rads—. €1y c2 son
contautes que se pueden calcular a partir de las condiciones iniciales. En este caso z(0s) = 2m, y
£(0s) = —1ms~! dado que la particula se dirige hacia el origen con una celeridad de 1ms=! en el
instante inicial, siendo z(0s) > 0. Haciendo ¢ = 0 en las expresiones de la ley del movimiento y de su
derivada temporal, e igualando a las condiciones iniciales, se tiene

z(0s) =24+c1=2m = ¢ =0m, (13)
z{(0s) =3c; = —~1ms™! = CQZ—%m. (14)

Sustituyendo (13) y (14) en (12), la ley de movimiento es
1
z(t) = 2cos2¢ — gsen3t (m). (15)

Para obtener la velocidad para ¢ = 2 s sélo tenemos que derivar (15) y sustituir el valor del tiempo.
Tenemos,

£(t) = —dsen2t — cos3¢t = (2s) = —dsen(4 rad) — cos(6rad) = 2.07ms ™1, (16)

Un oscilador, caracterizado por une masa m = 0.5 kg, constante eldslica k = 4 N/m, y coefi-
ciente de rozamiento ¢ = 0.2kgs™!, oscila en régimen permanente sometido a la fuerza ezcitadora
F = 5coswt N. Obtener, en funcidn de w, la energia cinéticea media en un periodo del mowvimiento,
(Ec){w). ¢Para qué valor de la frecuencia es mdzima (Ec)(w)? ;Cudnto vale en ese caso la energia
cinélica media? Solucién: 2.83 rad/s; 78.13 J

La ley del movimiento del oscilador forzado amortiguado en cl régimen permanente es
z(t) = A(w)cos|wt + ¢(w)], (17)
donde w s la [recuencia de la fuerza excitadora, y la dependencia de la amplitud con w es
Fy _
m\/(wg —w2)2+72w2] e

Alw) = (18)

siendo, en cste caso, Fio = 5N, m = 0.5kg, wg = VEk/m = 8rads™!, yy=c/m=04s"1,
Derivando (17) respecto al tiempo obtenemos la velocidad

#(t) = —wA(w)sen|wt | ¢(w)], (19)
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y la expresién de la energia cinética es

Be = 3mi® = Lnua?(u)senot + o). (20

Calculemos ahora el valor medio de Ec en un periodo del movimiento:

(Ec) = wa f;‘;(t}dt

w

27
. %mw%q?(w)% fo “ sen?wt + ¢(w)]dt = %mngz(w), (21)

donde hemos hecho uso de la relacién trigonométrica sen?a = (1— cos2a)/2, y hemos tenido en cuenta
que el valor medio correspondiente a la funcién cos[2wt + 2¢(w)] es cero.
Sustituyendo (18) en (21) se tiene

()

1 Fo Fg 1
(Ec)(w) = ~muw? = ——. (22)
¢ 4 m\/(wg — w224 42,2] - dmy? (w"fﬁ-;d’)” ‘1

A partir de (22) vemos facilmente que la frecuencia que hace maxima la energia cinética media es
la frecuencia propia correspondiente a las oscilaciones libres sin amortiguamiento, wo = 2.83rads™!,
La encrgia cinética media correspondiente a este valor de la frecuencia (energia cinética maéxima) es:

B (5 N)2

(Ee)(wo) = 4my? " dx 05kg x (0.4 5-1)2

=78.13 J. (23)

En la figura siguiente hemos representado la funcién f(w) = (Ec)(w)/(Ec)(wp).

~ fCW) = 4 = -
4 + (wo-wl)
Yt
4 L
=] i

> w
L]
Weo

@b’e cuelga une masa de un muelle ideal en presencia del campo gravitatorio terrestre (g =
98ms~2) y se observa que el muelle sufre una elongacidn dg = 10em. A continuacidn se coloce la
masae sobre una superficie horizonlal rugosa (el rozamiento es viscoso), dejando al sisterna oscilar
libremente. Si después de n = 10 oscilaciones la energia polencial eldstica se ha reducido a p = 0.5
veces de su valor inicial, se pide:

1. Frecuenciu nalural (correspondiente a las oscilaciones tibres sin rozamiento).
2. Conslante de amortiguamiento.
O

J. iCudnlo lendria que aumentar como minimo el coeficiente de rozamiento de la superficie para
que el mismo sislema no realizase oscilaciones?

Solucién: a) 9.9 rads™!; 1) 0.11 s~! . ¢) 180 veces
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1) Teniendo en cuenta que en la situacién de equilibrio que se plantea al principio del enunciado
la fuerza elastica debe ser igual, en médulo, al peso, se tiene:

-2
kdy = mg = wp= ﬁ . M_ = 9.8995rads ™! 2 9.9 rads— L. (24)
m do 0.1m

-2) La ley del movimiento de las oscilaciones amortiguadas de la masa es
&)= Ae_z'flcos(wat + @), (25)

donde 7 es la constante de amortiguamiento, y A ¥y ¢ son constantes. w, es la frecuencia de las
oscilaciones amortiguadas, y su relacién con wy es

2 2
wg = w%—%:wg”l—ﬁd—g. (26)

A parlir de (26) podemos calcular la energia potencial eldstica en el instante ¢:
1 1
Ep(t) = §k:r(t)2 = §kA29—'%052(.:.;‘17: + ¢). (27)

Tenicndo en cuenta que el valor del coseno es el mismo para t’ = t + kT, siendo T, = 2w fwe v k
cualquier niimero entero, es facil ver que la relacién entre la energia potencial inicial y su valor después

de n oscilaciones es
Ep(nT,) = Ep(0)e~"Ta, (28)

Ahora bien, segiin los datos del problema, Ep(nT,) = nEp(0), siendo n = 0.5. Por tanto,
e ey o T, = Inn. (29)

sustituyendo T, por 27/w,, donde w, esta dada por (26), llegamos a una ecuacién donde la inica
incognita es :

2 . In
- fyn—w—-—z =lnnp = driy?n?= (wd - %)Ingn = y= Ll =5, (30)
\/wg—:ﬁ— 41r2n2+1"—4’1
Sustituyendo valores tenemos
9.9 x In2 9.9 x In2
- Y bt R P P Y (31)

v = ~2

2 In?2 20x
donde hemos despreciado el segundo sumando de la raiz cuadrada, lu2‘2/ 4 = 0.12, frente al primer
sumando, 472100 = 3947.84. Esto cs cquivalente a considerar que w es pricticamente igual a wp, lo
cual se corrobora sustituyendo en (26) ¢l valor que hemos obtenido para y):

2 9.8 0.112
Wq = ug S S ! 2 9.8993 reds™! a2 9, 9 rads™!. (32)
4 0.1 4 5

Obsérvese que w se diferencia de wp en la cuarta cifra decimal.
3) Scan N las veces que hay que aumentar como minimo el cocficiente de rozamicnto de la superficie
para que la particula no realice oscilaciones. Se debe verificar que:

YN = 2wy, =) W= A0 , (33)
25
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