PROBLEMA 2: Un sistema cuantico esta constituido por un oscilador unidimensional de masa
m, siendo Ep = (1/2)mw?2? el operador asociado a la energia potencial. Los autovalores de la
energfa mecénica son E, = (n+ 3)hw, n =0,1,2,..., y las autofunciones son f¥(z) (ver pgina
214 del libro de apuntes). Se pide:

1. Escribir la ecuacion de autovalores y autofunciones de la energia mecanica.

Respuesta:
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En Mecanica Clésica, un oscilador puede tener cualquier valor de la energia mecéanica, con una
eleccién adecuada de las condiciones iniciales. Sin embargo, en el caso del oscilador clasico, la
energia estd cuantizada y solo son posibles ciertos valores de la energia mecanica, correspon-
dientes a los autovalores del operador energia.

2. Explique, en base al principio de incertidumbre, que el oscilador cuantico tenga una energia
minima (Ey = (1/2)hw) no nula.

Respuesta:

La situacion de energia minima nula en el caso del oscilador clasico libre, corresponde al osci-
lador en reposo en el origen de coordenadas, en el modelo mecanico del oscilador constituido
por una particula y un muelle, ejerciendo éste una fuerza F, = —mw?x 7, que en el origen
(posicién de equilibrio) es nula. Sin embargo, sabemos que en Mecédnica Cuantica no hay
estados cuanticos en los que la posiciéon y la cantidad de movimiento de la particula tengan
dispersiéon nula, en base al principio de incertidumbre. Si la energia mecanica minima del os-
cilador cuantico fuese cero, entonces deberian serlo también, con certeza, la energia potencial
y la energia cinética, situaciéon que no puede producirse dado que estos operadores no conmu-
tan entre si, ni con la energia mecanica, lo cual es una consecuencia directa de la relacién de
incertidumbre entre la posicion y la cantidad de movimiento.

3. Dada la funcién de onda de una particula cuantica, (), la probabilidad de que al medir la
posicién de la particula, ésta se encuentre entre x y x + dz es |[¢(x)*dz. Observe la grafica
de la funcién de onda fF(x) correspondiente al estado fundamental (pagina 214) y justifique
que es posible que al medir la posicién de la particula en este estado, la particula se halle en la
zona cldsicamente prohibida (energia cinética negativa). Esta es la base del efecto tunel.

Respuesta:

Si se observan las funciones propias del oscilador cuantico paran =0, n =1y n = 2, en la
pagina 215, vemos que estas funciones (son reales) se extienden en todo el eje OX, desde —oo
hasta 400 (lo mismo ocurre para el resto de las funciones propias). Por tanto, la densidad de
probabilidad de presencia de la particula (médulo al cuadrado de la funcién de onda) es no nula
en la zona cldsicamente prohibida (alli donde la energia potencial de la particula superaria a
la energia mecdnica), existiendo una probabilidad diferente de cero de que al medir la posicién
de la particula en cualquiera de estos autoestados de la energia, ésta se halle en la zona que
prohibirfa la Fisica Clésica (fuera del intervalo de oscilacién [—A, A]).



4. Suponga que el oscilador se encuentra inicialmente en su estado fundamental ¥ (x,t = 0) =
1&(x). Transcurrido un tiempo ¢t = t;, jcudl es el valor medio de la energia? ;Y la dispersién?
Suponga que entre t = 0 y ¢t = t; no se realiza ninguna medida.

Respuesta:

Como las probabilidades de los valores de la energia no dependen del tiempo, y en ¢t = 0 la
probabilidad de obtener Ey es P(Ey) =1,y P(E,z0) = 0, en el instante ¢ = ¢; tendremos:

P(E=E)=1; (E)=Ey=— ; AE=0.

5. Suponga que el oscilador se encuentra en un estado inicial ¢ (z,t = 0) = —= i’ (z) + \/gflE(x)

. Cudl es el valor medio de la energia en el instante inicial? ;Y la dispersién? ;Cambian estos
resultados a lo largo del tiempo?

Respuesta:

Ni el valor medio de la energia, ni la dispersion, cambian con el tiempo, dado que las probabi-
lidades son constantes en la evolucién del estado cuantico. Tenemos:
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(E*) = E3P(Ey) + EiP(E)) = (

AE = \/(E?) — (E)? = \/ih”.

6. Suponga que, la particula se encuentra inicialmente en el estado del apartado anterior. Se
realizan tres medidas consecutivas simultdneas. Primero se mide la energia E, a continuacién
se mide una magnitud A, cuyo operador asociado A verifica [fl, E’] = 0; finalmente se vuelve a
medir E.

. Coincide el resultado de la primera medida con el de la tercera?
Respuesta: Si, porque los dos operadores son compatibles.
.. Qué ocurriria en el caso de que [A, E’] #£07
Respuesta: En general no, porque los dos operadores no son compatibles.
7. Suponga que el sistema, en t = 0, se encuentra en el estado dado en el apartado 5. Sea B una

magnitud fisica, representada por el operadorf? , cuyas funciones propias son fZ(z), f2(z), ...,
y cuyos valores propios respectivos son by, b, ..... Se sabe que:
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. Cudl es la probabilidad de que al medir B en el instante ¢, se obtenga b7
Respuesta:

El estado en el instante ¢ es:



V(o) = e ) + ﬁ—fm

La probabilidad de que al medir B en el instante ¢, se obtenga b, es:

(b, t) = |f(2) © ¥(x, 1)

Ahora, teniendo en cuenta que (ver las expresiones del enunciado):

@) © 7 @) = FE@) © 7@ = L2,

tenemos:
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donde hemos hecho uso de:

e + 7 = cosh + isend + cosf — isend = 2cosh.



