Indice General

1 INTRODUCCION A LA FISICA 3
1.1 ;QuéeslaFisica? . . . . . . . ... 3
1.2 Divisién histérica de la Fisica . . . . . ... . ... ... ... .. .. 3
1.3 La estructura conceptual de la Fisica . . . . . ... ... ... .... 6
1.4 La estructura légico-matematica de las teorias fisicas . . . . . .. .. 8
1.5 Toda la Fisica Clasica . . . . . . ... .. ... ... .. ....... 9
1.6 La imagen clésica del universo . . . . . . . . ... ... L. 11
1.7 Las partes de la Fisica Clésica . . . . . . . . . ... ... ... .... 12

2 CINEMATICA DEL PUNTO 17
2.1 Sistemas de referencia . . . . ... ... Lo 17
2.2 Velocidad . . .. .. . ... 21
2.3 Aceleracién . . . . ... 23
2.4 Componentes tangencial y normal de la aceleracién . . . . . . .. .. 24
2.5 Movimiento relativo. . . . . . . ... 28

3 PRINCIPIOS DE LA DINAMICA CLASICA 31
3.1 Introduccidén . . . . . . ... 31
3.2 Fuerza . . . . . . . e 32

3.2.1 Concepto de fuerza . . . . . .. ... ... ... ... ... . 32

3.3 La interaccién gravitacional . . . . .. .. ... o000 32

3.4 Concepto de masa inercial . . . . . . . . .. ... ... ... 33

3.5 Leyes de la dinamica clasica vectorial . . . . . . . .. ... ... ... 33

3.5.1 Primer postulado (Segunda ley de Newton) . . . . . . . . . .. 33
3.5.2  Segundo postulado (Principio de accién y reaccién o tercera

ley de Newton) . . . ... ... ... ... 34

3.6 Sistemas no inerciales. Fuerzas de inercia . . . . . . . . ... ... .. 35

4 TEOREMAS GENERALES DE LA DINAMICA DEL PUNTO

MATERIAL 37
4.1 Introduccidn . . . . . . . e 37
4.2 Teorema de la cantidad de movimiento . . . . . . . . .. ... .. .. 38

4.2.1 Cantidad de movimiento . . . . . . . . . ... ... ... ... 38



4.2.2 Impulso de una fuerza . . . ... .. .. ..
423 Teorema . . . . .. ... ... ...
4.3 Teorema del Momento cinético . . . . . . . . .. ..
4.3.1 Momento cinético respecto a un punto . . .
4.3.2 Teorema . . . . .. .. ... ... ...,
4.4 Teorema de la energia cinética . . . . . . . ... ..

4.4.1 Energia cinética . . . . . . ... ...
4.42 Trabajo . . .. ... ... L.
4.4.3 Teorema . . . . . . . . ... ... ... ...
4.4.4 Fuerzas conservativas . . . . . . . ... ...
4.4.5 Movimiento bajo fuerzas conservativas . . .
SISTEMAS DE PARTICULAS
5.1 Introduccién . . . . .. ... ...
5.2 Teorema de la cantidad de movimiento . . . . . . .
5.2.1 Cantidad de movimiento de un sistema . . .
5.2.2 Teorema . . . ... ... ... ... .....
5.3 Teoremas del centro de masas . . . .. ... .. ..
5.3.1 Masa del sistema . . . ... ... ... ...
5.3.2 Centrodemasas . . ... ..........
5.3.3 Teorema 1 . . ... ... ... ... ......
5.3.4 Teorema 2 (Teorema del centro de masas)
5.3.5 Corolarios . . . . . ... ... ... ...
5.4 Teorema del Momento cinético . . . . . . . ... ..
5.4.1 Momento cinético respecto a un punto . . .
5.4.2 Teorema . . . . . . ... ... ... .....
5.5 Teorema de la energia . . . . . ... ... ... ..
5.5.1 Energia cinética de un sistema . . . . . . . .
5.5.2 Trabajo sobre un sistema de particulas . . .
5.5.3 Teorema de la energia . . . . .. .. .. ..
5.5.4 Conservacion de la energia en un sistema . .
5.6 Cuestiones y problemas de Mecanica . . . . .

OSCILACIONES MECANICAS
6.1

6.2 Movimiento peridédico . . . . . ...
6.3 Movimiento armoénico simple . . . . .. ...

6.3.1 Definiciones . . . . . .. ... ...
6.3.2 Otras formas de expresar el M.AS. . . . . .
6.3.3 Velocidad . ... ... ... .........
6.3.4 Aceleraciébn . . . . ... ...
6.3.5 Representacion grafica de z(t), v, (t) vy a.(t)

6.4 Dindmica del M.A.S. libre

Introduccién . . . . ... L

INDICE GENERAL

.......... 71



INDICE GENERAL 3

6.4.1 Energia potencial . . . . . . ... ..o 7

6.5 El oscilador libre amortiguado . . . . . . . . .. ... oL 79
6.5.1 Movimiento subamortiguado . . . . . ... ... 81

6.6 El oscilador forzado . . . . . . ... .o o 83
6.6.1 El oscilador forzado amortiguado . . . . . ... ... ... .. 86

6.7 Problemas . . . .. ... ... ... 89
7 ONDAS 95
7.1 Introduccion . . . . . .. ... 95
7.2 Lasondas viajeras . . . . . . . . .. ... 96
7.2.1 Ondas transversales y longitudinales . . . . .. .. .. .. .. 98

7.3 Laecuaciondeondas . . . . . . . . . .. ... ... .. 100
7.3.1 Principio de superposicién . . . . . . ... 102

7.4 Ondas periddicas . . . . . . . . . . 103
7.4.1 Ondas armoénicas . . . . . . . . .. . ... 104

7.5 Ondas en tres dimensiones . . . . . . . . ... ... ... ... 107
7.5.1 Ondasplanas . . .. .. .. ... ... ... ... ... 107
7.5.2 Ondas arménicas planas . . . . . . .. . ... ... 108
7.5.3 La ecuacién general deondas . . . .. ... ... 109
7.5.4 Ondasesféricas . . . . . . ... ... . ... ... ... 110

7.6 Elefecto Doppler . . . . . . . ... 112
7.6.1 Ondas de Mach o de choque . . . . . . ... ... ... .... 116

7.7 Superposicion deondas . . . . . . ... 117
7.7.1 Superposicion de ondas arménicas . . . . . . ... L. L 118

7.8 Problemas . . . .. ... ... 125
8 CAMPO ELECTROSTATICO 133
8.1 Introducciéon al Electromagnetismo . . . . . . .. ... ... ... 133
8.2 Leyes de la Electrostatica . . . .. .. .. ... ... ... ...... 134
8.3 Campo creado por una distribuciéon de cargas estacionarias . . . . . . 135
8.3.1 Lineasdecampo . . .. .. ... ... ... ... 136

8.4 Potencial Electrostatico . . . . .. ... ... ... .. 137
8.4.1 Potencial creado por una distribucién de cargas . . . . . . .. 139

8.5 Fuerza electrostatica . . . . . . . . .. .. ... ... .. 140
8.6 LeydeCoulomb. . ... ... ... ... ... .. 141
8.7 Cuestiones y Problemas . . . ... ... ... ... ........ 143
9 CAMPO MAGNETOSTATICO 147
9.1 Corriente eléctrica . . . . . . .. .. 147
9.2 Leyes de la Magnetostatica . . . . . . . .. ... ... . ... ..... 147
9.3 Leyde Biot-Savart . . . ... ... ... oo 148
9.3.1 Campo creado por un hilo rectilineo infinito . . . . . . .. .. 149

9.4 Fuerza magnética . . . . . . . . ..o 150



INDICE GENERAL

9.4.1 Fuerza entre dos hilos de corriente . . . . . . . . . ... ..
9.5 Cuestiones y problemas . . . . . .. ... ... ... ... ...

10 RELATIVIDAD EN LA FIiSICA CLASICA

10.1 Transformaciones de Galileo y Mecanica . . . . . .. .. ... ..
10.2 Relatividad Galileana y Electromagnetismo. . . . . . . . . .. ..
10.3 El experimento de Michelson-Morley . . . . . . . . ... ... ..

11 EL ESPACIO Y TIEMPO DE LA RELATIVIDAD

11.1 Los postulados de la Relatividad . . . . . . .. ... ... ... ..
11.2 Medicién del tiempo . . . . . . ..o
11.3 La Relatividad del tiempo. Dilatacion del tiempo . . . . . . . ..

11.3.1 Evidencia experimental de la dilatacion del tiempo . . . .

11.4 Contraccién de la longitud . . . . . . . ... ..o
11.4.1 Evidencia experimental de la contraccién de la longitud . . . .
11.4.2 Longitudes perpendiculares al movimiento relativo . . . . . . .

11.5 La Transformacion de Lorentz . . . . . . . . .. ... ... ... ...

11.6 Aplicaciones de la transformaciéon de Lorentz . . . . . . . . . . .. ..

11.7 La férmula de adicién de la velocidades . . . . . . . . .. ... .. ..

11.8 Cuestiones y problemas . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..

12 LA FISICA CUANTICA

12.1 Introduccién . . . . . . . . .
12.2 Los fundamentos . . . . . . . . . ...
12.3 Espacios vectoriales . . . . . . . . ...
12.4 Lo que pasa entre medida y medida . . . . . . . .. .. ... ... ..
12.5 Ortogonalidad y ortonormalidad . . . . . . . . .. .. ... ... ...
12.6 Valor medio de una variable dinamica . . . . . . . .. .. ... . ...
12.7 El operador posicién es bastante peculiar . . . . . . . .. ... .. ..

13 APLICACIONES ACADEMICAS

13.1 Relacion entre la fuerza y la energia . . . . . . . . .. .. ... ..
13.2 Ejemplos de autovalores y autofunciones de la energia . . . . . . . ..

13.2.1 Pozo cuadrado infinito de anchura L . . . . . .. ... .. ..

13.2.2 Oscilador arménico simple . . . . . . . . ..o
13.3 El principio de incertidumbre . . . . . . . . ... ..o
13.4 Elefecto tunel . . . . . . . ... o
13.5 Problemas . . . . . . . ...



INDICE GENERAL



Capitulo 1

INTRODUCCION A LA FISICA

1.1 ;Qué es la Fisica?

Antes de responder esta pregunta vamos a poner un ejemplo que motivara en parte
la respuesta. Imaginemos que asistimos a un partido de futbol y pensemos por un
momento en la enorme cantidad de diferentes fenémenos que presenciamos: los ju-
gadores pasandose la pelota y chutando, el movimiento posterior del balén, el silbato
del arbitro y el sonido que produce, los espectadores, algunos sentados y otros de
pie, haciendo diferentes movimientos y provocando diferentes sonidos, los comenta-
ristas que escuchamos si tenemos nuestro receptor de radio encendido, la luz que
emiten los focos del estadio, etcétera. Podemos decir, sin exagerar, que la cantidad
de fenémenos de diferente naturaleza que se producen en cualquier situacién coti-
diana es casi infinita. Pues bien, la Fisica tiene por objeto analizar al mdximo los
fenomenos que se producen en la naturaleza asi como los componentes bdsicos de la
misma, y gestar unas leyes que permitan comprender y predecir su comportamiento.
Todo ello a través de la observacion, la experimentacion y el razonamiento que es
lo que se conoce como método cientifico. La definicion anterior de la Fisica es una
definicion de andar por casa, es decir, para que todos nos entendamos desde un
principio y poder continuar con la exposicién, porque si nos detuviésemos por un
momento y analizdsemos detenidamente cada uno de los términos de la misma, tal
como: jQué es predecir? ;Qué es observar? ;Qué es la naturaleza? Llegariamos con
certeza a una serie de inconsistencias légicas que han sido estudiadas con profun-
didad por filésofos, fisicos, historiadores, etcétera. Como no tenemos tiempo para
profundizar en estas importantes materias nos contentaremos con esa idea mas o
menos elaborada que todos tenemos sobre lo que es la Fisica.

1.2 Division historica de la Fisica

Desde un punto de vista histérico podemos establecer dos grandes etapas en el
desarrollo de la Fisica. La primera de ellas es mucho mas extensa que la segunda:
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se trata del periodo que va desde la Antigua Grecia (o incluso antes) hasta finales
del siglo XIX, y recibe el nombre de Fisica Clasica. La segunda, es la Fisica que se
ha desarrollado en el siglo XX, y recibe el nombre de Fisica Moderna.

En términos estrictamente cronoldgicos (y, por tanto, histéricos) la divisién ante-
rior es correcta, pero ademas, como veremos en la seccién siguiente, existen razones
de indole conceptual que la justifican. Pero al margen de esto tltimo, el andlisis
histérico de la Fisica (o de cualquier otra disciplina) es importante para la adecuada
comprension de la misma. Porque la Fisica no ha sido siempre igual. Ha evolucio-
nado en el tiempo; ha progresado. Pero ;jcomo ha progresado? La idea intuitiva de
progreso por acumulacién de conocimiento falla, y el estudio del modo adecuado de
progreso constituye toda una nueva disciplina: La Filosofia de la Fisica (con ma-
yor generalidad, de la Ciencia). Simplificando mucho podemos decir que la ciencia
progresa por aproximaciones sucesivas: cada nueva teoria mejora a la anterior en su
ambito, y lo amplia.

Dado que no tenemos mucho tiempo para adentrarnos en estos temas, pues ello
nos llevaria muchas clases, nos limitaremos a esbozar brevemente en qué consisten
la Fisica Cldsica y la Fisica Moderna!. A finales del siglo XIX se pensaba que se
tenia un conocimiento completo del universo a través de las tres grandes teorias de
la Fisica Clasica: la Mecanica Cléasica de Newton, de la cual nos ocuparemos en las
siguientes clases, la Teoria Clésica de la Gravitacion, también de Newton, y el Elec-
tromagnetismo de Maxwell. En realidad, sintetizar todos los avances de la Fisica
por aquel entonces en los nombres de estos dos grandes cientificos puede resultar
un poco desconcertante. Intervinieron muchos otros cientificos, aportando cada uno
su granito de arena. Sin embargo, Newton y Maxwell fueron capaces de sintetizar,
el primero, todo el conocimiento adquirido a lo largo de los siglos en el estudio del
movimiento de los cuerpos, tanto en la Tierra como en el resto del universo conocido
hasta entonces, y el segundo, todo el conocimiento relativo a los fenémenos electro-
magnéticos, en unas cuantas leyes en las que todo este conocimiento se resumia;
leyes que permitian predecir todos estos fenémenos y muchos més. Por tanto, fi-
guras tan importantes como Galileo, Kepler, Copérnico, Pascal, Faraday, Coulomb,
etcétera, fueron relevantes para la gestacién de estas teorias aunque no representa-
sen el ultimo eslabén de las mismas. Sus observaciones, sus leyes fenomenoldgicas,
etcétera, fueron la base para la gestacién de leyes més fundamentales a partir de las
cuales podian deducirse. A finales del siglo XIX, Electromagnetismo, Gravitacion,
y Mecanica Newtoniana, parecian ser la base de todo el conocimiento cientifico ad-
quirido hasta el momento, y del desarrollo tecnolégico por aquel entonces. Hemos
de comentar que, en el desarrollo de la Fisica, el conocimiento se fue parcelando en

LA quienes estén interesados en el estudio de la evolucién de la ciencia (casi exclusivamente de
la Fisica) a través de la historia les recomiendo la lectura de “Introduccién histérica a la filosofia
de la ciencia”, de John Losee (Alianza Editorial); pero les advierto que no es una lectura facil.
Bastante mas ameno, y también dirigido al andlisis filoséfico del conocimiento cientifico, pero no
desde una perspectiva historica, es el libro de Alan Chalmers: “;Qué es esa cosa llamada ciencia?”
(Editorial siglo XXT).
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un principio en diferentes partes, como la Actstica, la Electricidad, el Magnetismo,
la Termodinamica, la ()ptica, etcétera, y que con el paso del tiempo se vio que eran
teorias que podian deducirse de las dos teorias anteriores. Por ejemplo, la luz es una
onda electromagnética y por tanto todo lo que se refiere a la generacion y propaga-
cién de la misma se puede explicar a partir de las cuatro ecuaciones de Maxwell. Las
ondas sonoras, de cuyo estudio se ocupa la Actstica, son un fenémeno puramente
mecanico para cuyo estudio se usa una teoria que sintetiza el comportamiento de los
sistemas de un nimero ingente de particulas (del orden del ntimero de Avogadro),
y que es la Termodinamica.

Parecia que la Fisica habia llegado a su fin y que todo podia explicarse a través
de estas teorias. Sin embargo, una serie de resultados experimentales novedosos en
aquella época, los cuales no podian explicarse con la Fisica Clasica, unido a algunas
inconsistencias de la Fisica Clasica, dio lugar a una revolucion en la Fisica que se
representd en la gestacién de las dos teorias que constituyen la Fisica Moderna:
nos referimos a la Relatividad y a la Mecanica Cuéantica. La Relatividad, tanto
Especial como la General, se debe a Albert Einstein, y la Mecanica Cuéantica a
varios cientificos como Heisenberg, De Broglie, Schrodinger, etcétera.

Senalaremos brevemente dos de los fenémenos contradictorios con la Fisica Clésica,
y que guardan relacion con la Fisica del microcosmos. Dado el poder de la Mecénica
Clasica y el Electromagnetismo para explicar los fenémenos mas cercanos a nuestros
sentidos, se llegd a pensar que el comportamiento del mundo atéomico y subatémico
estaba regido por las mismas leyes, sin mas que aplicar las mismas al movimiento de
los electrones en torno al nicleo, formado por protones y neutrones. Sin embargo,
habia dos resultados experimentales que estas teorias no eran capaces de explicar.
Nos referimos al fenémeno de la cuantizacién de la energia, y el de la estabilidad de
los atomos. Desde un punto de vista clasico, si pensamos en un atomo de hidrégeno,
el cual contiene un tnico electrén, la energia del mismo, suma de las energias cinética
y potencial, puede tomar en principio cualquier valor, dependiendo de las condicio-
nes iniciales del movimiento. Pero el Electromagnetismo nos dice que una particula
cargada que se mueve aceleradamente (tal y como ocurre con el electrén clésico mo-
viéndose en drbitas elipticas) irradia continuamente energia, es decir emite energia, y
por tanto, al ir perdiendo esta energfa (de forma continua) no describiria una elipse,
sino una espiral, y acabaria colapsando sobre el niicleo?. Es decir, con la Fisica del
siglo XIX ijla materia es inestable! Y por tanto no podriamos existir nosotros,
puesto que estamos compuestos por atomos. Otro resultado experimental, previo a
la Relatividad Especial de Einstein, pero que no fue precisamente lo que motivo la
gestacion de esta teoria por el que es considerado el Fisico mas importante de todos
los tiempos, es que la velocidad de la luz es una constante independiente del sistema
de referencia que la mide, lo que contradice a la Mecanica Clasica.

He puesto estos ejemplos con el objeto de mostrar la relevancia de la Fisica
Moderna, y la importancia de dar unas breves nociones de la misma en cualquier

2En el caso del electrén de un dtomo de Hidrégeno, un simple célculo muestra que el impacto
con el niicleo se produciria jen menos de 10710 segundos!
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curso de Fisica General.

1.3 La estructura conceptual de la Fisica

Este bosquejo historico puede resumirse en la siguiente tabla:

FISICA CLASICA

FISICA MODERNA

Mecéanica newtoniana (Newton, 1660)

Relatividad (Einstein, 1905)

Termodindmica, Acustica, etc. (siglos XVIII y XIX)

Mecéanica Cuantica (1926)

Electromagnetismo (Maxwell, 1860)

Ahora bien, desde un punto de vista conceptual esta tabla no clarifica la es-
tructura basica de la Fisica. En cambio, esta estructura se clarifica si se piensa
que la Fisica sélo tiene dos partes: La mecanica y las leyes de fuerza o teorias de
interaccion.

El objeto de la mecénica es la investigacion del comportamiento de las cosas en
funcion de las fuerzas que actiian sobre ellas.

El objeto de las leyes de fuerza es dar el valor de las fuerzas con que interaccionan
las cosas en cada situacién concreta.

De acuerdo con lo anterior, en nuestra tabla la Mecanica newtoniana, la Rela-
tividad einsteniana y la Mecdnica Cudntica son mecanicas®; mientras que el Elec-
tromagnetismo es una teoria de interaccion. ;Y qué pasa con la Termodinamica,
la Actstica, etc.?;Son mecédnicas o teorias de interaccién? Tratemos de explicarlo.
Cuando, equipados con la mecanica y las teorias de interaccion, tratamos de resolver
un problema concreto y realista, quedamos abrumados por la fantastica complejidad
matematica del mismo. Nos vemos obligados a simplificarlo, inventando con ello un
nuevo problema. Hemos creado un modelo de nuestro problema original.

La Termodinamica, Acustica, Optica, etc., tratan &mbitos de problemas (usando
la mecénica y las teorfas de interaccién) que comparten ciertas caracteristicas o
propiedades que permiten simplificar el problema original, transformandolo en un
modelo mas asequible. Mas adelante, en este capitulo, diremos algo sobre cada
una de estas disciplinas, con objeto de aclarar su contenido, pues lo dicho ahora es
demasiado abstracto.

Volvamos a nuestra tabla: Mecanica Clasica, Relatividad y Mecénica Cuantica
son tres clases de mecédnica que sirven para estudiar los mismos tipos de fenémenos
fisicos. Sin embargo, las respuestas que dan a una misma pregunta pueden ser muy
diferentes. Como todas las respuestas no podran ser correctas a la vez, serd necesario
saber cudl es la correcta. Resulta que cada cual tiene su ambito de aplicacion, como
se recoge en el siguiente diagrama.

3Siendo més precisos, al genio de Newton le debemos dos cosas: Sus tres leyes (Inercia, F =
md, y principio de accién y reaccién) y la teorfa de la gravitacién. De acuerdo con nuestra
clasificacién conceptual, las tres leyes de Newton constituyen una mecanica, mientras que su teoria
de la gravitacién es una teoria de interaccion.
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Bajas velocidades Altas velocidades

Sistemas Macroscépicos | Fisica Clasica (1850) Fisica Relativista (1900)

Sistemas Microscépicos | Fisica Cudntica (1930) | Fisica Cudntica Relativista(1950)

En el mundo al alcance de nuestros sentidos la Mecanica Cléasica manda, al ser
mas simple e intuitiva (aunque los resultados de las otras mecanicas son practicamente
los mismos). Pero para objetos que viajan muy répido (a velocidades comparables
a la velocidad ¢ de la luz) las reglas cldsicas son modificadas por la Relatividad
Especial. Cuando el tamano del objeto de nuestro estudio es muy pequeno (di-
gamos que del tamafio de un 4tomo o menor) la Mecanica Cldsica se ve superada
por la Cuédntica. Finalmente, cuando las cosas son pequenas y rapidas, debemos
estudiarlas con la Teoria Cuantica Relativista.

Examinemos ahora las teorfas de interaccién. ;Cuédntos tipos de fuerza (con sus
correspondientes teorfas) existen? La Fisica dice que cuatro, cuyo listado, en orden
de intensidad decreciente, es este:

Fuerza fuerte

Fuerza electromagnética

Fuerza débil

Fuerza gravitatoria

La brevedad de esta lista debiera sorprender e impresionar. ;Ddnde esté la fuerza
de rozamiento?;Y la fuerza del sillén que me mantiene ahora sentado impidiendo
que la Tierra me trague?;Y las fuerzas que mantienen los enlaces moleculares, o la
que impulsa a la pelota de tenis cuando la golpeo con la raqueta, etc.? Acontece
que todas estas fuerzas son electromagnéticas, de modo que no exageramos lo méas
minimo diciendo que vivimos en un mundo electromagnético. Con la excepcion de
la gravedad, todas las fuerzas que experimentamos en nuestra vida cotidiana son de
origen electromagnético.

La fuerza fuerte, encargada de mantener unidos a protones y neutrones en el
ntcleo de los 4tomos, es de un alcance extremadamente corto (del orden del tamano
del niicleo), lo cual justifica que no la sintamos atin cuando es unas cien veces méas
intensa que la electromagnética.

La fuerza débil es responsable de ciertas clases de desintegracion radiactiva y,
ademas de ser de corto alcance, es unas mil veces mas débil que la electromagnética.

En cuanto a la fuerza gravitatoria, es la mas débil de todas (= 10736 la electro-
magnética), y si la percibimos es por el efecto acumulativo de cantidades ingentes
de materia.

Las fuerzas electromagnéticas no solo son las predominantes en nuestra vida
diaria, sino que son las tinicas bien comprendidas y experimentalmente contrastadas
en todas las versiones de la mecdnica (cldsica, relativista y cuantica). No se puede
decir lo mismo de las otras. Por ejemplo, existe una buena teoria clasica de la
gravitacién (la de Newton) y una relativista ( la Relatividad General de Einstein),
pero no existe una teoria cuantica satisfactoria de la gravitacion, ain cuando hay
una pléyade de fisicos tratando de construirla. Actualmente existe una exitosamente
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contrastada aunque compleja teoria de las interacciones débiles, y una candidata
(Cromodindmica Cudntica) para explicar las fuertes que tiene buena pinta, aunque
esta pendiente de una mayor contrastacion experimental.

1.4 Laestructuraldgico-matematica de las teorias
fisicas

Todas las teorias de la Fisica, ya sean mecanicas o teorias de interaccion, estds
estructuradas de la misma forma desde un punto de vista légico. Durante el curso
de esta explicacién pondremos el ejemplo de la Mecéanica clasica para aclarar bien
las ideas. Toda teoria se basa en unas leyes, que también reciben el nombre de
postulados, principios o axiomas. Estas leyes relacionan distintos conceptos basicos
de la teoria, que reciben el nombre de conceptos primitivos. De las leyes se pueden
deducir resultados que se denominan teoremas, los cuales son estériles desde un
punto de vista légico, pero son de gran importancia en la resolucion de muchos
problemas. Estos teoremas suelen estar expresados a partir de conceptos definidos
a partir de los conceptos primitivos, los cuales son también estériles desde un punto
de vista légico.

Por ejemplo, en el caso de la Mecénica Clésica los conceptos bésicos son el espa-
cio (se considera que los cuerpos se mueven en un escenario que recibe el nombre de
espacio absoluto, y que tiene la estructura de un espacio euclideo tridimensional),
el tiempo (se considera también la existencia de un tiempo absoluto que transcurre
de forma independiente de los sistemas de referencia), la fuerza, y la masa, también
llamada masa inercial o masa inerte. Las leyes de la Mecanica Clasica han sido
histéricamente tres, aunque ya veremos en el tema siguiente que una de ellas puede
deducirse de las otras. Estas leyes son: la ley de inercia (toda particula aislada man-
tiene su estado de movimiento uniforme respecto al espacio absoluto), la segunda
ley de Newton (ﬁ = ma), y el principio de accién y reaccion o tercera ley de Newton
(la fuerza que una particula a ejerce sobre otra b es igual en magnitud y de sentido
contrario a la que b ejerce sobre a, y estas fuerzas estan dirigidas segin la linea
que une ambas particulas). Con estos principios se sintetiza todo el conocimiento
relativo a los movimientos mecéanicos de cuerpos macroscopicos. Nétese la simpli-
cidad de la Fisica, la cantidad de conocimiento encerrado en unos pocos principios,
y la complejidad de los problemas que se pueden resolver aplicandolos. Usando la
segunda ley de Newton se puede deducir el teorema de la energia (AE = W), donde
E es la energfa cinética (mv?/2) y W el trabajo. Estos conceptos se definen a partir
de los conceptos basicos de espacio, tiempo, masa y fuerza. De la misma forma, los
teoremas de la cantidad de movimiento, del momento cinético, del centro de masas,
se deducen a partir de los principios anteriores y se expresan a partir de conceptos
derivados.

Desde un punto de vista matematico, las leyes se expresan normalmente en forma
de ecuaciones diferenciales, que son ecuaciones que ligan los conceptos primitivos y
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las derivadas de los mismos. Por ejemplo la aceleracion, que aparece en la segunda
ley de Newton, es la derivada segunda del vector de posicién respecto al tiempo. La
fuerza es en general una funcion que depende de la posicion, la velocidad y el tiempo,
de manera que la expresion matematica de la segunda ley de Newton es, en general,
una relacion entre masa, tiempo, posicion, velocidad y aceleracién. Para resolver
el problema fundamental de la Mecanica Clasica, que es obtener el movimiento, es
decir, la posicién en funcién del tiempo, hay que integrar la ecuacion diferencial.
Ni que decir tiene que no nos vamos a ocupar en este curso de resolver muchas
ecuaciones diferenciales, porque por un lado esto no es un curso de matematicas sino
de fisica, y por otro lado la resoluciéon de ecuaciones diferenciales es un problema
de gran complejidad y que constituye toda una parte de las matematicas. Sin
embargo, asentemos aqui algunos conceptos basicos. El alumno sabe que cada vez
que se hace una integral indefinida aparece una constante de integracion. En el caso
de la segunda ley de Newton, aparecen dos constantes (dado que al aparecer una
derivada segunda hay que hacer dos integrales), y éstas guardan relacién con lo que
se denominan condiciones iniciales, es decir, la posicién y velocidad de la particula
en un instante dado.

Para aclarar esto pongamos un ejemplo. Estudiemos el movimiento de un trozo
de tiza que lanzamos al aire. Supongamos que despreciamos el efecto del aire to-
mamos en consideracion solamente la gravedad. Aplicado la segunda ley de Newton
vemos que la aceleraciéon es igual a ¢, la aceleracién de la gravedad, la cual es cons-
tante cuando nos movemos cerca de la superficie de la Tierra. ;Cémo se mueve la
tiza sometida a una aceleracién constante g7 Todos sabemos que se puede mover
de muchas maneras: en linea recta hacia abajo, hacia arriba primero y hacia abajo
después, siguiendo una parabola, otra parabola distinta, etcétera. Es decir, para
saber exactamente déonde se encontrarad el objeto en cada instante de tiempo hay
que saber qué posicién y qué velocidad tenia inicialmente el objeto. En todos los
casos anteriores la ecuacién diferencial es la misma (d = §), pero las condiciones
iniciales cambian. Veremos esto con mas detenimiento a lo largo del curso.

1.5 Toda la Fisica Clasica

Estamos ahora en disposicion de escribir las ecuaciones fundamentales que re-
presentan las leyes de la Fisica Clasica. Cualquier otra ecuacion estara siempre
contenida en éstas; se deducird de estas y de algunas hipdtesis adicionales que per-
mitan simplificar el problema, y cuyo ambito de validez serd menor que el de las
ecuaciones fundamentales. Las leyes son las siguientes:

Bloque I:

% E-dS = th; (ley de Gauss para el campo eléctrico) (1.1)
S €0

f B-dS = 0; (ley de Gauss para el campo magnético) (1.2)
S



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA FISICA

% E-dl = —i/ B-d5; (ley de Faraday) (1.3)
L dt Js

—

B - d — — — —
f Za=2 /S (o) - d5 + /S J-d5; (ley de Ampere-Maxwell)  (1.4)
L

Ho dt
I 1 . .
j{ G-dS = 799 (ley de Gauss para el campo gravitatorio) (1.5)
S
Bloque II:
F, = q.(E+7x B); (ley de fuerza de Lorentz) (1.6)
F, = ¢,G (1.7)
Bloque III:
&7 F. 4+ F,
d—tg = #; (Segunda ley de Newton) (1.8)
Pasemos a “explicar” su significado.

Bloque 1

Las cuatro primeras ecuaciones reciben colectivamente el nombre de ecuaciones
de Maxwell. Nos dicen dos cosas. Por un lado nos dicen qué campos (eléctrico y
magnético) genera un conjunto de cargas. Por otro, nos dan cémo se propagan estos
campos por el espacio. La ecuaciéon quinta es andloga al conjunto de ecuaciones
de Maxwell, pero para el campo gravitatorio. Esto es, dado un conjunto de cargas
gravitatorias, nos da el campo gravitatorio que generan. Estas ecuaciones las hemos
escrito en forma integral, que como dijimos es equivalente (aunque su aspecto seria
obviamente distinto) a escribir ecuaciones diferenciales. El hacerlo asi es porque
resulta mas facil comprender su significado.

Bloque I1

Una vez que los campos se han generado y se han propagado por el espacio,
alcanzan otras particulas ejerciendo fuerzas sobre ellas. La fuerza que ejercen los
campos eléctricos y magnéticos esta resumida en la ecuacion sexta. Es lo que se
llama Fuerza de Lorentz. La fuerza ejercida por el campo gravitatorio viene dada
por la ecuacién séptima. Habra una ecuacion de este tipo para cada particula que
compone el sistema.

Bloque II1

Por 1ltimo la ecuacién octava, la segunda ley de Newton, nos permite calcular
la, aceleracién de la particula si conocemos las fuerzas (obtenidas a partir de todo
el conjunto de ecuaciones anteriores) que actian sobre ella y su masa. Al igual que
ocurria con las ecuaciones sexta y séptima, habra una ecuacion de este tipo para
cada particula que compone el sistema.
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1.6 La imagen clasica del universo

El universo estd compuesto por particulas que se mueven al sentir los efectos de
unas sobre las otras. Los electrones, protones, y neutrones forman atomos. Estos
atomos se unen entre si y forman moléculas. La materia presenta tres estados,
solido, liquido y gaseoso, segin la manera que tengan los atomos y las moléculas
de organizarse entre si debido a sus interacciones mutuas. Los arboles, las hojas,
las células, los edificios, los animales son, en ultima instancia, atomos agrupados
de muy diversas formas. Cada particula tiene asociadas tres propiedades escalares,
que son: la carga eléctrica, que puede ser positiva o negativa, la carga gravitatoria,
que tiene un tnico signo, y la masa. Diferenciamos entre carga gravitatoria y masa
porque conceptualmente, para la Fisica Clésica, son cosas distintas*. Las particulas
generan perturbaciones en el espacio absoluto que reciben el nombre de campos.
Por ejemplo, cada particula crea un campo gravitatorio, el cual es proporcional a
la carga gravitatoria de la particula y al inverso del cuadrado de la distancia a la
particula; también crea un campo eléctrico proporcional a la carga de la particula,
y si la particula se mueve, un campo magnético. El valor de los campos gravitatorio
y electromagnético en cada punto del espacio, creado por todas las particulas que
hay en el universo, se puede obtener resolviendo, por un lado las cuatro ecuaciones
de Maxwell que relacionan los campos eléctrico y magnético con las fuentes que los
producen (las densidades de carga y las densidades de corriente), y la ley de Gauss
para el campo gravitatorio. Cada particula del universo se mueve a su vez debido a
los campos que generan las demés. ;Como? La presencia de un campo en un punto
da lugar a una fuerza sobre otra particula colocada en ese punto. Si EJ}? y G son
los campos eléctrico, magnético y gravitatorio en dicha posicién, y g. y ¢4 son la
carga eléctrica y la carga gravitatoria de la particula, y ¢ su velocidad, entonces la
particula estd sometida a una fuerza F = qe(ﬁ +TAB)+ qgé . El primer término
de la expresion anterior, el que contiene los campos eléctrico y magnético, es la
fuerza de Lorentz; el segundo es la fuerza de gravitaciéon. Debido a esta fuerza, la
particula experimenta una aceleracién que es directamente proporcional a la fuerza e
inversamente proporcional a la masa de la particula, es decir, @ = F /m (segunda ley
de Newton). Conocidas las condiciones iniciales del universo, es decir, la posicién
inicial y la velocidad inicial de cada particula, y conocidos los campos eléctrico,
magnético y gravitatorio y sus derivadas en el instante inicial, se podria conocer,
aplicando las ecuaciones de Maxwell, la ley de Gauss para el campo gravitatorio,
la ley de fuerzas de Lorentz y la segunda ley de Newton, dénde se encontrara cada
particula en cualquier instante futuro, asi como el valor de los campos eléctrico,
magnético y gravitatorio en dicho instante. Esta es la imagen clasica del universo,

4Para la Fisica Cldsica es un misterio la inexistencia de particulas que, compartiendo la carga
gravitatoria, tengan masas distintas. En cambio, existen muchas particulas que, compartiendo la
carga eléctrica, tienen masas distintas (por ejemplo, el protén y el pién). El misterio lo resolvié
Einstein al crear la Teoria General de la Relatividad, donde inercia y gravitacion se funden en una
misma unidad conceptual.
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y nos muestra la importancia de la Fisica en el estudio del comportamiento de la
naturaleza.

1.7 Las partes de la Fisica Clasica

La resolucién del sistema de ecuaciones (1 — 8) es, en la mayoria de los casos
de interés, increiblemente dificil. Por tanto, se hace necesario simplificarlo, ya sea
abordando sélo una parte del mismo, o anadiendo hipdtesis adicionales que lo sim-
plifiquen, aunque sea al coste de hacerlo menos general. Segiin qué parte del sistema
(1 — 8) abordemos, o qué hipétesis simplificativas adoptemos, nos moveremos en
la arena propia de esta o aquella parte de la Fisica Cléasica. Pero antes de comen-
tar algo de cada una de ellas, es imprescindible avisar de que histéricamente las
ramas clasicas de la Fisica que vamos a comentar surgieron con anterioridad al es-
tablecimiento completo del sistema fundamental (1 — 8). Sélo a posteriori ha sido
posible deducir dichas ramas del conjunto formado por (1 — 8) mads las hipétesis
antes aludidas.

La ()ptica

Es el estudio de la luz. ;Ddénde aparecid la luz en el esquema anterior? Dijimos que
en el universo solo existen particulas y campos eléctricos, magnéticos y gravitato-
rios. /Y la luz? ;Qué es la luz? La luz es la conjunciéon de un campo eléctrico y
uno magnético que cambian en el espacio y en el tiempo de una forma particular:
propagandose como una onda. En esta propagacién los campos pueden encontra-
se con objetos tales como espejos, lentes, etc. Cuando esto ocurre, echando mano
de las ecuaciones anteriores (1 — 8) podriamos predecir cudl seria el resultado.
Sin embargo un espejo o una lente estan compuestos por multitud de particulas y
estudiar la respuesta de todas estas particulas ante la presencia de un campo elec-
tromagnético (es asi como se le llama a la existencia conjunta de un campo eléctrico
y otro magnético) seria una labor de titanes. Por ello se opta por dos vias alternati-
vas. Una consiste en hacer algunas aproximaciones y simplificaciones en el conjunto
de las (1 — 8) que lleven a una solucién alcanzable del problema. Es lo que se
llama Optz'ca Ondulatoria. La otra via consiste en establecer una serie de teoremas
deducidos de las ecuaciones anteriores validos inicamente en casos muy idealizados.
Es lo que se llama Optzca Geométrica. Quiza la diferencia fundamental entre una
y otra Optlca resida en que histéricamente la Optlca Geométrica no se obtuvo asi.
En realidad estos teoremas de los que hablo fueron obtenidos exzperimentalmente, se
usaron durante mucho tiempo y a mediados del siglo pasado se vio que se podian
deducir de una teoria mucho mas general, que es la que esta resumida en el conjunto
de ecuaciones (1 — 8).

Hemos dicho que la éptica trata del estudio de la luz, pero hemos de aclarar un
poco mas este punto. La luz se produce cuando el campo eléctrico y magnético estan
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vibrando a una frecuencia que ronda los 10* Hz, o lo que es lo mismo, cuando la
longitud de onda de estas oscilaciones es de unos cuantos cientos de nanometros®. A
frecuencias mas altas o mas bajas también pueden estar vibrado estos campos, pero
nuestro ojo no percibe este movimiento en forma de luz, aunque su naturaleza es la
misma. A frecuencias mas bajas la radiacién electromagnética (que asi es como se le
llama de forma genérica) recibe los nombres de infrarrojo y microondas. Las ondas
de televisién y de radio corresponden atn a frecuencias mas bajas. A frecuencias
méas altas (o lo que es lo mismo, a longitudes de onda més cortas) la radiacién
electromagnética se llama ultravioleta, rayos X y rayos gamma.

Como ya podéis imaginar, la carrera de Telecomunicaciones tiene mucho que ver
con la habilidad para generar, conducir y detectar este tipo especial de movimiento
de los campos eléctrico y magnético (electromagnético). Esto se consigue siempre
aplicando el conjunto de ecuaciones (1 — 8). Bueno, aunque he dicho siempre,
existen situaciones en las que es imprescindible acudir a la Fisica Moderna, cada vez
mas, pero esto lo dejaremos para mas adelante, cuando sepamos Fisica Clasica.

La Electricidad y el Magnetismo

El conjunto de ecuaciones de Maxwell no se gesté de la noche a la manana, sino
que fue fruto de la observacién del comportamiento de las cargas y corrientes de
éstas (corriente eléctrica). Asociada a esta observacién hay un vasto repertorio fe-
nomenolégico® acumulado durante afios de Fisica “pre-maxwelliana”. Los primeros
intentos de explicar esta fenomenologia dieron lugar a un importante conjunto de
“leyes”” que es lo que muchas veces se estudia bajo el nombre de FElectricidad v
Magnetismo. Lo que ocurre es que cuando el repertorio de estas “reglas” de limi-
tado alcance fue capaz de abarcar casi todos los fenémenos eléctricos y magnéticos
conocidos, y ademas este conjunto fue ordenado, sistematizado y en la medida de lo
posible, axiomatizado, nacio la teoria de Maxwell. Muchos libros prefieren hacer una
exposicién de la Fisica (y en particular del Electromagnetismo) partiendo de este
repertorio fenomenolégico, en vez de dar desde el principio las ecuaciones (1 — 8),
y sélo al final, cuando se ha acumulado mucha evidencia empirica en forma de “re-
glas”, organizarla y decir que ello constituyen las ecuaciones de Maxwell, punto de
partida, en realidad, de la teorfa. Es como si en vez de conocer desde el principio
la segunda Ley de Newton de la Mecéanica, lo que nos dieran fuera la “férmula”
para un tiro parabdlico, para un plano inclinado, el teorema de conservacién de la
energia, de la cantidad de movimiento, etc., y de ahi, con bastante esfuerzo dedu-
cir la gran ley, la segunda Ley de Newton. Creemos sin embargo que es preferible

®Un nanémetro (1nm) son 10~2 metros.

60 sea, de hechos experimentales sin que exista en principio una teoria que los explique.

"Cuando aqui utilizamos la palabra “leyes” no nos estamos refiriendo a leyes en el sentido légico
(bésico), sino més bien serfa sinénimo de “reglas” que aplicadas a una serie de fenémenos muy
concretos permiten hacer predicciones, aunque bastante limitadas. La frontera que separa estos
dos conceptos es obviamente bastante vaga y relativa.
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dar las leyes (1 — 8) y después aplicarlas a cada problema concreto, haciendo las
aproximaciones que la situacion requiera, para asi no perder la idea de conjunto.

La Mecanica

Supongamos que tenemos una particula que estd sometida a una serie de fuerzas.
El origen de estas fuerzas estara obviamente en los campos que la banan, y estos a
su vez fueron generados por otras particulas. Sin embargo todo esto no le interesa
a la Mecdanica. Lo tnico que sabemos es que sobre la particula estdan actuando unas
fuerzas. ;Cémo se moverd la particula? Este es el objetivo de la Mecdnica. La
respuesta esta contenida en la segunda ley de Newton. En realidad, lo que se llama
Mecéanica no solamente se apoya en la segunda ley de Newton sino también en el
llamado principio de accién y reaccion (o tercera ley de Newton). Més adelante
tendremos ocasion de ver el papel de este principio y su relaciéon con el conjunto de
ecuaciones (1 — 8). También es cierto que muchas veces no se aplica directamente
la segunda ley de Newton, sino los teoremas que de ella se deducen. Esto suele
evitar hacer integrales, por la forma matematica de estos teoremas.

La Termodinamica

Cuando el sistema bajo estudio estd compuesto por muchas particulas (un gramo
de hierro o de aire), como suele ocurrir en la mayorfa de los casos, la aplicacién
minuciosa de las ecuaciones (1 — 8) resulta en la practica imposible. Habria una
ecuacion del tipo de la (1.6), (1.7) y (1.8) para cada particula y seria una locura
intentar integrar el sistema®. Por ello, utilizando los teoremas de la Mecdnica y una
serie de consideraciones estadisticas aplicables siempre que se tienen grandes pobla-
ciones, uno puede extraer una valiosa informacién acerca de algunas propiedades
macroscépicas del sistema, como son su temperatura, su densidad, su conductivi-
dad eléctrica, calorifica, etc. Las consecuencias que se derivan de estos teoremas de
la Mecanica y la Estadistica quedan resumidas en dos grandes teoremas llamados
Primer Principio de la Termodinamica y Segundo Principio de la Termodinamica,
a partir de los cuales pueden extraerse, a su vez, todos los teoremas de la Termo-
dindmica. El que se llamen Primer y Segundo Principio de la Termodindmica en
vez de teoremas atiende a razones histéricas. Originalmente el Primer y el Segun-
do Principio de la Termodindmica no fueron deducidos como teoremas, sino que
se postularon atendiendo a la evidencia empirica. Fue después cuando los fisicos
se percataron de que era posible deducirlos de una teoria mucho mas general, que
abarcaba fenémenos que incluso trascendian de lo que hasta entonces habian dado
en llamar Termodindmica. Nos referimos al conjunto de ecuaciones (1 — 8). La
parte de la Fisica que estudia la conexiéon de la Termodinamica con la Mecdnica y las
leyes estadisticas se llama Mecanica Estadistica. Es una rama muy importante de la

8Serfa una locura incluso plantear las ecuaciones.
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Fisica actual, pues consigue explicar la apariciéon de propiedades macroscépicas como
resultado de la aplicacién de las leyes basicas (1 — 8) a los sistemas microscépicos.

La Acustica

La Acustica es la parte de la Fisica que estudia los sonidos. Al igual que hemos
dicho que la luz consiste en la propagacién de ondas electromagnéticas, el sonido
consiste en la propagacion de ondas de presién. Cuando la frecuencia de estas ondas
pertenece a un determinado rango nuestro oido es capaz de percibirlas como sonido.
La presion es el resultado macroscopico de multitud de impactos de las moléculas
del medio por el que se propaga el sonido. El hecho de que el niimero de moléculas
que tienen los sistemas fisicos a la escala ordinaria’ es enorme permite hacer una
hipétesis que suele simplificar extraordinariamente el estudio de dichos sistemas: La
aproximacién de medio continuo. Aunque a escala microscépica nuestro sistema
tenga consistencia corpuscular, a la escala macroscopica puede pasar perfectamente
por un medio continuo. Existen diversas ramas de la Fisica Clasica que adoptan la
hipotesis de medio continuo y que constituyen la denominada Fisica de los medios
continuos. La Termodindmica es un ejemplo, pero también la Acustica, la Mecanica
de Fluidos, la Elasticidad, etc.

9Del orden del nimero de Avogadro: Ny ~ 1023,
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Capitulo 2
CINEMATICA DEL PUNTO

2.1 Sistemas de referencia

Se dice que un cuerpo en el espacio esta en movimiento relativo respecto a otro
cuerpo u objeto cuando su posicion relativa a éste varia con el tiempo.

La primera caracteristica que se desprende de la nocion de movimiento es su
relatividad. En efecto, éste depende del objeto al cual esta referido. A este objeto
se le denomina observador, de manera que distintos observadores aprecian en general
distintos movimientos para un mismo objeto. Por ejemplo, el movimiento de una
pelota que dejamos caer en un tren es distinto visto por un observador ligado a
Tierra que por otro ligado al propio tren.

El siguiente problema que nos planteamos una vez definido el observador, es
cémo se realiza matematicamente la descripcién del movimiento, lo cual es objeto
de la Cinemadtica. Para ello, vamos a profundizar un poco mas en la naturaleza del
observador definiéndolo como un solido rigido o sistema de puntos materiales cuyas
distancias relativas permanecen siempre constantes. Si bien en la naturaleza no
existen cuerpos totalmente rigidos, esta simplificaciéon se puede aplicar a los sistemas
materiales en los cuales la variacién en las distancias relativas de sus particulas es

o P

Figura 2.1: El movimiento de un punto P referido a dos observadores O y O°.

17
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Figura 2.2: Los sistemas de referencia caracterizan al observador.

despreciable desde un punto de vista macroscopico. En todo caso, para el desarrollo
de la teoria podemos considerar siempre la existencia de sdlidos ideales para la
descripcién del movimiento.

El ejemplo de observador con el que méas nos sentimos identificados es el de la
propia Tierra. Nuestra concepcion del movimiento esta ligada a nuestras observa-
ciones realizadas desde la superficie terrestre.

Dado un sélido rigido, se denomina sistema de referencia al conjunto formado
un punto O del sélido y tres rectas no coplanarias del mismo que pasan por O. A
este punto se le denomina origen del sistema de referencia (figura 2.2).

Cuando las tres rectas son ortogonales, el sistema de referencia se denomina
rectangular.

Como la eleccion del origen es arbitraria, un observador puede definir infinitos
sistemas de referencia. Por otro lado, cada sistema de referencia esta ligado a un
unico observador. En adelante, utilizaremos indistintamente ambos términos para
referirnos al mismo sélido.

Por otro lado, si bien el sélido real tiene una extension finita, cualquier sistema
de referencia asociado a un cuerpo rigido define un sélido que tiene infinitos puntos,
cada uno de ellos ocupando una posicion fija respecto al mismo.

Un sistema de coordenadas es una regla concreta que permite asignar a cada
punto P del espacio un conjunto de tres nimeros que define biunivocamente su
posicion respecto a un sistema de referencia.

El sistema de coordenadas més utilizado es el cartesiano rectangular, el cual esta
definido a partir de las distancias x1, o v 23 entre el punto y tres planos ortogonales
que se cortan en el punto O, origen del sistema de referencia. Estos niimeros tienen
signo positivo o negativo segin el semiespacio en que se encuentre el punto respecto
a cada plano.

Los tres planos se cortan dos a dos en rectas que constituyen los denominados
ejes coordenados * OX;, OX, y OX3, y que constituyen un sistema de referencia

1Otra notacién bastante utilizada es llamar z, y y z a las tres coordenadas cartesianas y OX,
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X2

Figura 2.3: Sistema de coordenadas cartesiano rectangular.

rectangular (figura 2.3).

Dado un punto P en movimiento relativo respecto a un sistema de referencia O,
se define el vector de posicion de P respecto a O, al vector que tiene su punto de
aplicacion en el origen O del sistema de referencia y cuyo extremo es P. Designandolo
por 7, tenemos

7=0P . (2.1)

Si elegimos para dar la posicién de P en el espacio un sistema de coordenadas
rectangulares (z, y, z), el vector de posicién se puede expresar en la base {7, 7, j} for-
mada por los tres vectores unitarios cuyas direcciones son las de los ejes coordenados,
como (figura 2.4):

7= 2l + yJ+ k. (2.2)

Por tanto, las coordenadas cartesianas coinciden con las componentes del vector de
posicién en la base {7,7,k}.

Si la posicién de P es la misma para todo instante de tiempo se dice que estd en
reposo relativo respecto a O. Por otro lado, cuando el vector de posicién varia con
el tiempo el punto describe un lugar geométrico denominado trayectoria.

Dado que el movimiento es relativo, la trayectoria depende del observador. Por
ejemplo, si consideramos tan sélo la accién del campo gravitatorio terrestre, un
objeto que se deja caer al mar desde un barco que se mueve a velocidad constante
respecto a Tierra, tiene un movimiento rectilineo para un observador ligado al barco.
Para un observador ligado a Tierra, el cual ve al barco en movimiento, la trayectoria
del objeto es una parédbola.

OY, OZ a los ejes coordenados. En lo sucesivo, utilizaremos ambas indistintamente.
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Figura 2.4: Vector de posicién.

AZ

X

Y

Figura 2.5: La trayectoria es el lugar geométrico de los extremos del vector de
posicion.
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T(t+At)

+ Z

Figura 2.6: Velocidad media.

2.2 Velocidad

Sean 7(t) y 7(t + At) los vectores de posicién de un punto mévil respecto a un
observador O en los instantes de tiempo t y t+At. Se define el vector desplazamiento
en dicho intervalo a la diferencia

AF = 7t + At) — 7(t). (2.3)

A partir de A7, definimos la velocidad media del punto entre los instantes t y
t + At, como:

AT
At
Como 7, es paralelo a A7, este vector lleva la direccion de la secante a la trayectoria
descrita por el punto entre los puntos 7(t) y 7(t + At) (figura 2.6).

La velocidad media permite conocer la variacién del vector de posicion por unidad
de tiempo entre dos puntos dados de la trayectoria. Si queremos calcular esta
variacién considerando dos puntos infinitamente préximos, debemos tomar en (2.4)
el limite cuando At tiende a cero, obteniendo lo que se conoce como wvelocidad
instantanea o simplemente, velocidad del punto en el instante ¢.

Como la operacion de tomar limite cuando At — 0 coincide con la definicion de
derivada, tenemos 2:

(2.4)

Um

ST A7 dF
U= lim — = —.
At—0 At dt
Si 77 esta expresado a partir de (2.2), la velocidad se expresa como

(2.5)

20tra forma de denotar la derivada temporal es colocando un punto encima del vector, es decir

% = 7. En caso de que sea una derivada segunda, se colocaran dos puntos. En adelante, ambas

notaciones seran utilizadas indistintamente.
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P

T(trAt)

l

Figura 2.7: La velocidad es un vector tangente a la trayectoria en cada punto.

de_, dy_ dz-

F= T4 2]+ —Fk 2.6
Cma T ta (2:6)
de manera que las componentes de U segiin los ejes OX, OY y OZ son
dx dy dz
R A T 7 (2.7)

Al obtener (2.6) a partir de (2.2) hemos tenido en cuenta que los vectores de la base
son fijos respecto al observador, siendo por tanto nula su derivada temporal. En el
Sistema Internacional la unidad de velocidad es el m/s.

Notese que cuando At se aproxima a cero, el vector desplazamiento va cam-
biando continuamente de médulo y direccién de manera que en el limite At — 0
el desplazamiento infinitesimal dr lleva la direccién de la tangente a la curva en el
punto M. Por tanto, la velocidad es un vector tangente a la trayectoria. Su médulo
se denomina celeridad, y viene dado por:

ds
v=\17\=./v§+v§+v§:%, (2.8)

siendo dS = \/dz? + dy? + dz? la distancia entre dos puntos infinitamente préximos
sobre la trayectoria.

A continuacion, vamos a expresar la velocidad a partir de un vector unitario
tangente definido en cada punto de la curva. Para ello, consideremos un punto
arbitrario de la trayectoria Fy. Se define la coordenada de arco s de un punto P, al
desplazamiento P, P medido a lo largo de la curva y con un signo positivo o negativo
segin que P se encuentre a un lado u otro de F.
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Sea As el incremento del arco entre los puntos 7(t) y 7(t + At). Multiplicando
y dividiendo en (2.4) por As, tenemos:
AT As . . . AT, As dr ds
Un = Aoy 0T Am O = (i O R =
Cuando As tiende a 0, ya hemos visto que A7 pasa a ser un vector infinitesimal dr’
cuya direccién es tangente a la curva. Por otro lado, su médulo coincide con ds,
para ds > 0, dado que ésta es la distancia entre dos puntos infinitamente proximos.
Por tanto, di/ds es un vector unitario tangente (figura 2.7), de modo que

(2.9)

7 =T, (2.10)
siendo
- dr ds
T=— " vp=—, 2.11
as T (2.10)

vr es la proyeccion de la velocidad en la direccién de T, la cual puede ser positiva
o negativa segtin que la coordenada de arco s aumente o disminuya con el tiempo.
Por otro lado,

lvp| = |—| = v. (2.12)

2.3 Aceleracion

Sean U(t) y v(t + At) las velocidades del punto mévil P respecto a un observador
O en los instantes de tiempo t y t + At. Se define la aceleracion media en dicho
intervalo, al vector

_ v
A

am (2.13)
siendo AT = v(t + At) — 0(t).
La aceleracion instantdnea, a la que a partir de ahora llamaremos simplemente
aceleracion en el instante ¢, se define como:
AU dv dP*F
a= lim — = — = —. 2.14
At—0 At dt dt? ( )
Teniendo en cuenta (2.6) y (2.7), tenemos

-

a=a;t'+ ay7+ a.k, (2.15)
siendo
dv, d*z dv, d?y dv, d*z
WCEw T AT T a0 T T T ae (2.16)
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— Y
S

d a
a v

Figura 2.8: La aceleracion es un vector cuyo sentido esta dirigido hacia el lado
céncavo de la curva.

En el Sistema Internacional la aceleracién se mide en m/s?.

El moédulo de @ viene dado por:
a = /a3 + a2 + a2. (2.17)

2.4 Componentes tangencial y normal de la ace-
leracion

Como la velocidad varia tanto en mdédulo como en direccion, la aceleracién, que
representa la variacion instantanea de la velocidad por unidad de tiempo, no es en
general un vector tangente a la curva. Por otro lado, como la velocidad varia en el
sentido en que se curva la trayectoria, d apunta siempre hacia la parte céncava de
la misma.

A continuacién, vamos a descomponer la aceleracion en sus componentes tan-
gencial y normal, para lo cual partiremos de la expresion de la velocidad dada por
(2.10). Derivando respecto al tiempo, tenemos:

v dvp- AT dvp- ,dT
@ dur & _Trp 2l 2.1
it ar T T TV (2.18)

donde hemos tenido en cuenta que

a=

dT°  dT
—vr U%ZUQ.

E:ds

Por otro lado, al ser T" unitario, entonces 1" - T" = 1. Derivando respecto al arco se
obtiene facilmente:

_ T
T — =
ds
es decir, dT /ds es perpendicular a T. En geometria diferencial este vector se expresa
de la forma siguiente:

0, (2.19)
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dT .

— = K(s)N. 2.20
= K(s) (2:20)
N es un vector unitario perpendicular a la trayectoria y que apunta hacia la parte

concava de la misma. Se denomina vector normal. Por otro lado,

dT

K(s) = I

. (2.21)

K se denomina curvatura y a su inverso p.(s) = 1/K(s) , radio de curvatura.

Figura 2.9: Interpretacion geométrica de la curvatura y del radio de curvatura. El
centro de curvatura C' varia de un punto a otro de la trayectoria. La distancia entre
C y el punto P es el radio de curvatura, el cual es inversamente proporcional a la
curvatura.

El significado geométrico de la curvatura es el siguiente: como T es unitario, el
moédulo de su derivada mide lo que varia su direccién en cada punto. Si \df/ ds| es
muy grande, ello significa que la trayectoria se “curva” mucho en el punto conside-
rado.

Para dar una interpretacion geométrica a p. tendriamos que tener conocimientos
de geometria diferencial que se escapan de los limites de este tema. No obstante,
se puede demostrar que esta cantidad representa el radio de la circunferencia que
mejor se aproxima a la curva en cada punto, denominada circunferencia osculatriz.
Su centro, denominado centro de curvatura, esté situado en la direcciéon normal a la
trayectoria en cada punto, y a una distancia p. del mismo (figura 2.9).

Notese que tanto K como p. son caracteristicas intrinsecas a cada trayectoria,
puesto que se definen a partir de la variacion del vector unitario tangente, el cual
no depende del tiempo sino de la forma de la curva. Por ejemplo, en el caso de una
trayectoria rectilinea K = 0 dado que T es un vector constante y su derivada es
igual a cero; el radio de curvatura en este caso tiende a infinito. Otro ejemplo es el
de una trayectoria circular. En este caso la direccién del vector tangente varia de la
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misma forma en todos los puntos siendo la curvatura igual a una constante; el radio
de curvatura es constante e igual al de la propia circunferencia (figura 2.10).

/,

=l

N

X

Y

Figura 2.10: La curvatura representa como varia la direccion del vector tangente a
la trayectoria en cada punto de la misma. En el caso de una recta K = 0, y en el
caso de una trayectoria circular K = cte.

Teniendo en cuenta (2.18) y (2.20), la aceleracién puede expresarse a partir de
sus componentes tangencial y normal como

L dup .z v?
(l:ﬁT‘i‘_N_aT‘i‘(lN, (222)
donde
g = Wrg_ s (2.23)
ar = —1T = — )
T de2”’
y
L i
Pc

dry dy se denominan respectivamente 3 aceleracion tangencial y aceleracion normal.
El médulo de la aceleracién tangencial es igual al médulo de la derivada de la
celeridad respecto al tiempo:

\@r| = |dvr/dt| = |dv/dt|. (2.25)

3Las expresiones de la velocidad y la aceleracién a partir de los vectores tangente y normal
se suelen denominar “intrinsecas”. En general, dada una curva en el espacio, se puede definir en
cada punto de la misma una base formada por tres vectores unitarios perpendlculares entre si. Ya
hemos visto dos de estos vectores: el vector tangente T y el vector normal N. El tercer vector,
denominado binormal, se define como

B=TxN.

Estos tres vectores forman en cada punto de la curva un triedro denominado en Geometria Dife-
rencial Triedro de Frenet o Triedro Intrinseco. A las componentes de la velocidad y la aceleracién
en esta base se las denomina componentes intrinsecas. Vemos que ninguno de estos vectores tiene
componente segin la binormal, sino que siempre estan contenidos en el plano constituido en cada
punto de la curva a partir de los vectores tangente y normal. A este plano se le denomina osculador.
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’

/
ar /

Figura 2.11: Componentes tangencial y normal de la aceleracion.

Por otro lado, el signo de dv/dt viene determinado por la proyeccion de la ace-
leracion sobre la direccion de la velocidad. Para verlo, solo tenemos que utilizar las
expresiones intrinsecas de la velocidad y la aceleracion dadas por (2.10) y (2.22):

PO L L
a U_UTdt Udt
v dv
7.2 = 2.2
v dt (2:26)

De esta forma, cuando a-v'es > 0 (< 0), entonces dv/dt es > 0 (< 0), y el movimiento
se denomina acelerado, (retardado). Cuando @ - v = 0, entonces dv/dt = 0 y el

movimiento se denomina uniforme (figura 2.12).

a
a

Figura 2.12: El movimiento es acelerado, retardado o uniforme en cada punto de-

pendiendo del angulo que forman la velocidad y la aceleracién.
Como las aceleraciones tangencial y normal son perpendiculares, el médulo de

la aceleracién es
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Pe

= i = | () + (2) e

2.5 Movimiento relativo

Vamos a investigar ahora cémo estan relacionados los movimientos de un mismo
punto observados desde dos sistemas de referencia en movimiento relativo. Pero
obsérvese que si los sistemas de referencia estan en movimiento relativo deberiamos
investigar primero este movimiento. Y ese es un problema, no de cinemética del
punto, sino del sélido rigido (un sistema de referencia es, o define, un sélido rigido)!
El estudio de la cinematica del sélido rigido rebasa con creces las pretensiones de
nuestro breve repaso de la cinematica del punto, y no lo vamos a abordar en su
maxima generalidad. En vez de ello, nos vamos a limitar al caso méas sencillo posible:
El movimiento de traslacién rectilinea.

Consideremos dos sistemas de referencia, que denominaremos “0” y “1”, en mo-
vimiento relativo de traslacion rectilinea en una direccién arbitraria, y un punto P
que se mueve con un movimiento arbitrario que, en general, sera distinto segin lo
observe “07 6 “17.

Z]“

X1

Xo

Figura 2.13: El movimiento de P puede observarse desde “0” 6 “1”.

Consideremos primero el movimiento de “0” respecto de “1”7. Sea F, un punto
cualquiera perteneciente a “0” (usamos el subindice para distinguirlo del punto P
arbitrario, que no pertenece a “0”). La posicién del origen O cambia con el tiempo
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y la de P, también, sin embargo, el hecho de que el movimiento de “0” respecto a
“1” sea una traslacién significa que el vector O Py no cambia con el tiempo, es decir:

dOP,
dt

A partir de aqui se puede deducir que en el movimiento de “0” respecto de “1” todos
los puntos tienen la misma velocidad. En efecto, derivando con respecto al tiempo
la igualdad:

= 0. (2.28)

OlPO = OlO + OP(), (229)

y teniendo en cuenta (2.28) nos queda:

dO\ Py  d0O;0

= . 2.
dt dt (2:30)
Es decir, las velocidades de Fy y O respecto de 1 son iguales:
vt = 9. (2.31)

En esta expresion el subindice indica el sistema desde el que se observa la velocidad.
Derivandola con respecto al tiempo descubrimos que en el movimiento de traslacion
de “0” respecto de “1” todos los puntos tienen la misma aceleracion:

alv = a?. (2.32)

Ahora ya estamos en condiciones de investigar cémo se relacionan los movimien-
tos de P en “0” y “1”. Para ello vamos a partir de la igualdad:

0P = 0,0 + OP. (2.33)

Derivandola con respecto al tiempo:

vt =9 + ¥, (2.34)
y volviéndola a derivar:

i =ay +a. (2.35)

Las ecuaciones (2.34) y (2.35) constituyen el resultado que ibamos buscando.
Se pueden reescribir de un modo mas facil de recordar si sustituimos en ellas las
velocidades y aceleraciones de O mediante las ecuaciones (2.31) y (2.32):

o = oL + o (2.36)

al = ay +a. (2.37)
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Estas ecuaciones nos dicen que la velocidad (aceleracién) de P vista desde “1”
es la misma que la velocidad (aceleraciéon) de P vista desde “0” mds la velocidad
(aceleracién) que tendria P si estuviera ligado rigidamente a “0” (es decir, Fp) vista
desde “1”.



Capitulo 3

PRINCIPIOS DE LA DINAMICA
CLASICA

3.1 Introduccion

En el desarrollo de este tema, cuyo objeto de estudio son los principios de la
dindmica, comenzaremos describiendo las causas del movimiento a partir del con-
cepto de fuerza. Introduciremos también el concepto de masa inercial, como una
propiedad inherente a los cuerpos materiales, y que junto a las fuerzas constituye la
base conceptual de la mecéanica clasica vectorial.

A partir de los conceptos cineméticos y los nuevos conceptos de fuerza y masa,
desarrollaremos la teoria partiendo de dos postulados fundamentales. El primero,
conocido como la 22 ley de Newton, establece la relacién entre la resultante de
las fuerzas que actidan sobre una particula y su aceleracién en un tipo especial
de sistemas de referencia, los observadores inerciales. El segundo, conocido como
principio de accién y reaccién o 32 ley de Newton, constituird junto con el anterior
la base para el estudio del movimiento mecénico de los objetos materiales.

Si bien en la mayoria de los tratados de mecanica vectorial la teoria se desarrolla
a partir de tres leyes, siendo la primera la ley de inercia que no hemos considerado,
ésta aparecerd como una consecuencia inmediata de la segunda ley de Newton.

También haremos un estudio del movimiento desde los sistemas no inerciales, en

los cuales no se verifica la segunda ley de Newton, introduciendo las denominadas
fuerzas ficticias o de inercia.

31
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3.2 Fuerza

3.2.1 Concepto de fuerza

Para describir las interacciones existentes entre los cuerpos se utiliza una magnitud
vectorial ' denominada fuerza. Las fuerzas se representan por vectores ligados !,
pues todos los atributos que corresponden a este tipo de vectores son necesarios para
caracterizar la acciéon de un cuerpo sobre otro. Es decir, las fuerzas se caracterizan

por un punto de aplicacion, médulo, direccion y sentido.

3.3 La interaccién gravitacional

Las fuerzas que aparecen en el ambito de la dindmica clasica son la gravitatoria
y la electromagnética. La interaccion electromagnética tiene su origen en la carga
eléctrica asociada a los cuerpos y depende de un modo muy complejo del movimien-
to de los mismos. La mayoria de los fenémenos que observamos son el resultado
de las interacciones de caracter electromagnético entre los atomos y moléculas que
constituyen la materia. No vamos a considerarla puesto que corresponde al electro-
magnetismo su estudio.

No obstante, si merece la pena hablar de la interaccién gravitatoria, dado que
esta fuerza tiene su origen en una propiedad inherente a todos los cuerpos materiales
que denominaremos carga gravitatoria ?. La ley de gravitacién universal, formulada
por Newton, establece que:

“La fuerza con que se atraen dos puntos de cargas gravitatorias mg, y mg, €S
directamente proporcional al producto de sus cargas gravitatorias e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. FEsta fuerza estda dirigida
sobre la linea que une ambas particulas.” Es decir,

mglmgz —
T
r2

F12 = —F21 = ’}/ (31)
siendo vy una constante universal (es decir, la misma para todas las particulas del

universo) cuyo valor depende del sistema de unidades utilizado, €, el vector unitario

1Las magnitudes vectoriales se representan mediante vectores libres, deslizantes o fijos. Libre
es el vector que puede tener cualquier punto de aplicacién en el espacio. Un vector es deslizante
cuando puede tener cualquier punto de aplicacién sobre la recta que lo contiene, la cual recibe el
nombre de linea de accion. Finalmente, un vector es ligado cuando su punto de aplicacién esta
fijado. La utilizacién de estas clases de vectores en un problema fisico concreto viene determinada
por las magnitudes que intervienen en el problema, asi como por la naturaleza del mismo.

2En principio, esta propiedad de la materia responsable de la interaccién gravitatoria no tiene
nada que ver con la masa inercial que interviene en la segunda ley de Newton. Notese que la
expresion (3.1) de la ley de gravitacién universal es completamente andloga a la fuerza electrostética
entre cargas eléctricas dada por la ley de Coulomb. Por ello hemos llamado carga gravitatoria a
la propiedad de la materia responsable de la interaccién gravitacional, para hacer hincapié en el
hecho de que masa inercial y carga gravitatoria son conceptos de diferente sentido fisico.
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en la direccién y sentido 12, y Fy la fuerza sobre 1 ejercida por 2.

3.4 Concepto de masa inercial

En el planteamiento formal de la dindmica, se introduce el concepto de masa inercial
o masa inerte como una propiedad intrinseca a cada cuerpo material, la cual esta
representada por un escalar positivo.

3.5 Leyes de la dinamica clasica vectorial

A continuacion, vamos a enunciar los dos postulados que constituyen la base para la
descripcién clasica no relativista de los fendémenos mecanicos. Ademads, veremos las
consecuencias inmediatas que se infieren de los mismos, las cuales se han considerado
siempre “principios” fundamentales de la dindmica. Estos postulados se refieren al
punto material, y son también la base para la descripcién de la dinamica de los
sistemas de particulas.

3.5.1 Primer postulado (Segunda ley de Newton)

El primer principio, conocido como 22 ley de Newton, dice lo siguiente:

“Se postula la existencia de sistemas de referencia, denominados sistemas iner-
ciales, en los cuales la resultante F de todas las fuerzas que actian sobre una
particula puntual de masa inercial m, es igual al producto de m por la aceleracion
del punto”.

Es decir, en estos sistemas de referencia se verifica

F =ma. (3.2)
Los sistemas en los que F' # ma se denominan sistemas no inerciales.
De (3.2) se obtienen las siguientes consecuencias:

1. Principio de inercia (o de Galileo) o 12 ley de Newton:

“St la particula esta aislada o si la resultante de todas las fuerzas que actian
sobre la misma es nula, se moverd indefinidamente con velocidad constante
repecto a un sistema inercial’ .

Es decir, cuando F' = 0 la particula tendré indefinidamente un movimiento
rectilineo uniforme, o permanecerd en reposo si su velocidad es nula. A este
movimiento se le denomina “movimiento por inercia’”.

2. Cualquier sistema de referencia que realiza una traslacién pura a velocidad
constante respecto a un observador inercial, observa la misma aceleracién para
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la particula. Para verlo, consideremos dos sistemas, 1 y 0, tal que los ejes “0”
se trasladan respecto a “1” , siendo constante la velocidad de traslacion. El
observador “1” es inercial, de manera que F = mal’. Por otro lado, se sabe’
que

-

al =ay +are =ay, (3.3)

dado que @;° es nulo. Por tanto, también se verificara (3.2) desde “0”. Es
decir, existen infinitos sistemas inerciales moviéndose uno con respecto a otro
a velocidad constante. En todos ellos se verifica (3.2). Esto trae consigo el
“Principio de relatividad de Galileo”:

“Todos los sistemas inerciales son equivalentes desde un punto de vista mecdnico,
es decir, las leyes de la dinamica son invariantes cuando se pasa de un sistema
wnercial a otro”.

3.5.2 Segundo postulado (Principio de accién y reaccién o
tercera ley de Newton)

Este 2° principio dice asi:

“La fuerza que ejerce una particula “17 sobre otra particula ‘27 es igual en
modulo, direccion y de sentido contrario a la que ejerce “27 sobre “17, y ambas
fuerzas estan dirigidas sobre la linea que une ambos puntos materiales”. Es decir:

Fiy = —F. (3.4)

La fuerza con que interaccionan dos particulas depende, entre otros factores, de
la distancia entre ambas. Si la posicién de una las particulas cambia, entonces se
altera instantdneamente el estado de la otra, pues cambia su aceleracién (al variar
la fuerza de interaccién). Esto ocurre instantdneamente sea cual sea la distancia
existente entre ambos puntos materiales, dado que (3.4) se verifica para cualquier
instante. Por tanto, una consecuencia inmediata del principio de accién y reaccion
es el principio de accion a distancia de la mecanica clasica, segun el cual:

“la interaccion entre dos particulas se propaga en el espacio a una velocidad
infinita”.

3Recuérdese que esta ecuacién se dedujo para el caso particular en que el movimiento de “0”
respecto de “1” era una traslacién rectilinea. Si el movimiento fuese arbitrario, entonces a la
expresién (3.3) hay que afiadirle el término 269 A G4, denominado aceleracién de Coriolis, donde
@Y es la velocidad angular de “0” respecto de “1”.
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3.6 Sistemas no inerciales. Fuerzas de inercia

Hemos dicho que las leyes enunciadas en el apartado anterior son validas tan sélo
cuando el sistema de referencia es inercial. Veamos a continuacién como seria la
descripcién de un problema mecanico desde un observador no inercial. Dos siste-
mas de referencia, que llamaremos “1” y “0”, observan el movimiento de un punto
material de masa m. El observador “1” es inercial, de modo que en este sistema se
verifica la 22 ley de Newton

F =ma?l.

Por otro lado, supongamos que el observador “0” no es inercial. Para obtener la
relacién que existe entre la fuerza y aceleracion del punto desde “0”, vamos a partir
de la composicién de aceleraciones?

al =a + a4+ 20 AL (3.5)
Multiplicando por m la ecuacién (3.5) y teniendo en cuenta que se verifica la
segunda ley de Newton desde “1”, tenemos

md, = F —ma;® —2mdad; A\ . (3.6)

Por tanto, ' # ma?l. Es decir, la aceleracién del punto desde “cero” no estd

determinada sélo por las fuerzas, sino ademas, por las propiedades de “cero” en su
movimiento relativo respecto a “1”. No obstante, para la descripcién del movimiento
en sistemas no inerciales, se puede conservar la ecuacién F= md, introduciendo las
denominadas fuerzas ficticias o de inercia:

F=F, + F., (3.7)

siendo
F, = —mal®, (3.8)
F = —2ma® A oY (3.9)

F, y F,. se conocen respectivamente como fuerza de arrastre y fuerza de Coriolis.
De esta forma, (3.6) quedara

F' = F+F, = ma?. (3.10)

4Véase la nota anterior.
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Capitulo 4

TEOREMAS GENERALES DE
LA DINAMICA DEL PUNTO
MATERIAL

4.1 Introduccion

En el tema anterior hemos estudiado los principios fundamentales de la dinamica.
La segunda ley de Newton, que relaciona la resultante de todas las fuerzas que
actuan sobre el punto material con su aceleracién nos permite obtener, conocidas
las fuerzas y las condiciones iniciales 75 y v, el movimiento de una particula respecto
a un sistema inercial. La expresiéon matematica de esta ley relaciona la aceleracion
del punto con una funcién vectorial F que depende en general de su posicion, su
velocidad y el tiempo, es decir,

» &2
F(75;t) = m=—.

(4.1)

En general, cualquier problema de dinamica se rige por la ecuacion anterior, de
manera que se debe integrar! (4.1) para obtener el movimiento. No obstante, en
muchos problemas el objetivo no es conocer el movimiento en funcién del tiempo,
sino tan sélo ciertas caracteristicas del mismo.

En este tema vamos a estudiar tres teoremas que se deducen de la segunda
ley de Newton, y que permiten abordar innumerables problemas en los que las
propiedades de las fuerzas nos permiten obtener informacion del movimiento sin
tener que partir de (4.1). Tal informacién estard expresada a partir de integrales
primeras del movimiento, es decir, expresiones en las que aparecen relacionadas la
velocidad, la posicién y el tiempo, y que se deducen facilmente de la aplicacién

LA veces los fisicos (y los ingenieros) hablamos de integrar una ecuacién diferencial, cuando
deberiamos decir resolver la ecuaciéon. Esto se debe a que en muchas ocasiones la resolucién de
las ecuaciones diferenciales se reduce a hacer integrales. Este uso (abuso) del lenguaje estd tan
extendido que no nos esforzaremos en evitarlo.

37
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de estos teoremas a determinados problemas en los que determinadas magnitudes
“se conservan” durante el movimiento. Estos teoremas se expresaran a partir de
nuevas cantidades dinamicas tales como cantidad de movimiento, impulso, momento
cinético, momento de una fuerza, trabajo y energia cinética, definidas a partir de
los conceptos fundamentales que aparecen en (4.1).

4.2 Teorema de la cantidad de movimiento

Consideremos un punto material de masa m en movimiento respecto a un sistema
de referencia inercial. La segunda ley de Newton establece que

—

F =ma. (4.2)

Multiplicando ambos miembros de (4.2) por un intervalo de tiempo infinitesimal
durante el cual actia F', tenemos

Fdt = madt = mdi = d(m@), (4.3)

donde hemos tenido en cuenta que la masa del punto permanece constante durante

el movimiento. Integrando (4.3) en el intervalo (t1,t2), se obtiene

to

t1

4.2.1 Cantidad de movimiento

Se denomina cantidad de movimiento de la particula al vector?

P = md. (4.5)

En el sistema internacional, la unidad de medida de la cantidad de movimiento es
el kg.m/s.

4.2.2 Impulso de una fuerza
Se denomina impulso elemental dI de una fuerza F' en un intervalo de tiempo dt, al
vector que resulta de multiplicar F' por dt, es decir

dI = Ft. (4.6)
Por otro lado, se denomina impulso de la fuerza F en un intervalo (t1,t2) a la
cantidad

- ta

Ity —t) = | Fat. (4.7)

t1

2También se le denomina momento lineal.



4.2. TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 39

En el sistema internacional el impulso de una fuerza se mide en N.s.

4.2.3 Teorema

“El impulso de la fuerza resultante que actia sobre un punto material de masa m
en un intervalo (t1,ts), es igual al incremento de su cantidad de movimiento entre
ambos instantes”.

Demostracion:
Sustituyendo (4.5) y (4.7) en (4.4) se tiene
I(t1 — tg) = plta) — plt1), (4.8)
con lo que el teorema queda demostrado.

Notese que en general no se conoce la dependencia total de la fuerza resultante
con el tiempo, F (t), sino que ésta depende también de la posicién y la velocidad
de la particula. En este caso, para poder evaluar el impulso necesitariamos conocer
7(t) y ¥(t), las cuales son en principio incégnitas de nuestro problema. Por tanto,
en estos casos no se puede obtener informacién acerca del movimiento a partir del
teorema de la cantidad de movimiento. Por otro lado, cuando la dependencia total
de F con el tiempo es conocida, la aplicacién de (4.8) permite obtener la velocidad
de la particula y su posicién a partir de las condiciones iniciales.

También podemos obtener informacién de (4.8) cuando una o més componentes
de la fuerza resultante son nulas:

1. Supongamos que F' = 0. Entonces, p es una constante en el transcurso del
tiempo. Como p'= mu¢ y la masa no varia, entonces

U= Vo-
Por tanto,
“sit ' =0 el movimiento es rectilineo uniforme”.

2. Si, por ejemplo F, = 0, entonces la cantidad de movimiento p, segin esta di-
reccién permanece constante, es decir v, = v,,. Este resultado es general para
cualquier direccién fija « segtn la cual la resultante F' no tenga componente.
Es decir,

“Si F -1 =0, entonces vy = U - U es constante”.

Demostracion:

|
£
Il
)
Il
o
<y
g
[l
@)
Q
D

2
<y
&
Q
<y
S
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3. Veamos lo que ocurre cuando F' sélo tiene componente segin una direccion.
Por ejemplo, si F' = F,i, entonces

Uyzcl = y201t+y0,

UZ:CQ = Z:CQt+ZO.

Despejando t de la primera relacién y sustituyendo en la segunda, tenemos

C’lz — Czy = Clzo — Czyo. (49)

Es decir, la trayectoria se sitia en un plano perpendicular al plano x = 0, y
cuya ecuacién viene dada por las condiciones iniciales a partir de (4.9).

4.3 Teorema del Momento cinético

4.3.1 Momento cinético respecto a un punto

Consideremos una particula P de masa m cuyo movimiento estd referido a un obser-
vador inercial O;X,Y;Z;, y un punto mévil “O”. Se denomina  momento cinético
del punto material respecto a O, al vector aplicado en O que resulta al multiplicar
vectorialmente el radio vector de P respecto a O, por la cantidad de movimiento del
punto en su movimiento referido a “1”. Es decir 4,

Lo =0P A j, (4.10)
siendo p= mT.

En el sistema internacional el momento cinético se mide en kg.m?/s.

4.3.2 Teorema

“La deriwada del momento cinético de P respecto a un punto O wvista por un obser-
vador inercial es iqual al momento de la resultante F' respecto a O, mas el producto
vectorial de la cantidad de movimiento de la particula por la velocidad de O”.

Demostracion:
Derivando (4.10), tenemos

3Al momento cinético también se le conoce como momento angular.

4En general,dado un vector 1% aplicado en un punto ), se denomina momento de 1% respecto a
un punto A, al vector aplicado en A

M =AQ AV.
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Lo, dOP . ~—  dj
_ P AL, 4.11
dt g N PrOPAg, (4.11)

Analicemos por separado cada una de los sumandos del segundo miembro de
(4.11):

e Al ser OP=0,P — 0,0, entonces, derivando respecto al tiempo vemos que

por tanto,

e Por otro lado,
— dﬁ — = N
oP A% =OP NF = Mo(F), (4.13)

siendo Mo (F) el momento en O de F.
Sustituyendo (4.12) y (4.13) en (4.11), queda finalmente

dL L
— = Mo(F) + 7 A7, (4.14)

con lo cual el teorema queda demostrado.
La expresién del teorema del momento cinético en el caso de que O sea un punto
fijo respecto a los ejes “1”7 es

—2 = My(F). (4.15)

4.4 Teorema de la energia cinética

Consideremos el desplazamiento infinitesimal real dr” del punto material, efectuado
en el lapso infinitesimal de tiempo dt. Si multiplicamos escalarmente la segunda ley
de Newton por dr, tenemos

dv

F.di =
T mdt

- dr'=muv - dv.

Teniendo en cuenta que
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1
mv - dv =d <§mvz> ,

queda finalmente

- 1
Fedi—d <§mv2> . (4.16)
Si integramos (4.16) entre dos puntos A y B de la trayectoria, se tiene
/Bﬁ i = 12 — Lot (4.17)
2 = 5mup — MUy :

4.4.1 Energia cinética

Se define la energia cinética de un punto material como la mitad del producto de su
masa por el cuadrado de su velocidad:

1
T = EmUQ. (4.18)

4.4.2 'Trabajo

Se denomina trabajo elemental ® realizado por Fenel desplazamiento dr, a la can-

tidad

SW = F - dF, (4.19)

Si consideramos el desplazamiento finito de P entre dos puntos A y B de la
trayectoria, se denomina trabajo total realizado por F' entre estos dos puntos, a la
cantidad

B
Wap = /A F.dr (4.20)

Si I’ es la resultante de varias fuerzas F; que actiian sobre el punto, es decir
F =3, F;, se tiene

W =S"F-df =Y W, = W= W, (4.21)

es decir, el trabajo realizado por F es igual a la suma de los trabajos realizados por
cada una de las fuerzas Fj.

En el sistema internacional la unidad de medida del trabajo es el Julio (J), siendo
1J=1N -m.

SEscribimos dW en lugar de dW porque el trabajo elemental, aunque es una cantidad infinite-
simal, no es en general la diferencial exacta de una funcién escalar de las coordenadas.
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En las aplicaciones practicas de la mecanica es importante conocer la “rapidez”
con la que se efectia el trabajo. Se define la potencia instantinea como

SW
P==—" 4.22
o (4.22)

Teniendo en cuenta la definicién de trabajo elemental dada por (4.19), y que ¥ =
dr'/dt, tenemos

F.dr
dt

En el sistema internacional la unidad de potencia es el Watio (W), siendo 1 W =
1.J/s.

pP= —F.7. (4.23)

4.4.3 Teorema

“El incremento en la energia cinética de una particula entre dos puntos A y B de
su trayectoria es igual al trabajo realizado por la resultante F entre A y B”.

Demostracion:
Sélo tenemos que tener en cuenta las definiciones (4.18), (4.19) y (4.20) en los
resultados (4.16) y (4.17). Tenemos

W =dT = Wap=AT=Ts—Ty, (4.24)

con lo que el teorema queda demostrado.

En principio, para poder aplicar el teorema de la energia a un caso concreto,
necesitariamos conocer la dependencia de la fuerza con la posicién de la particula,
asi como la trayectoria descrita por el punto, para poder evaluar (4.20).

4.4.4 Fuerzas conservativas

Supongamos el caso de una fuerza que depende tan sélo de la posicién, es decir
F = (f’) Se dice que F es conservativa cuando existe una funcién escalar de
las coordenadas Ep(z,y, z), de manera que el trabajo elemental realizado por F se
puede expresar como

F-di = —dEp. (4.25)

Ep se denomina energia potencial.

En estos casos, nétese que el trabajo realizado por F entre dos puntos no depende
de la trayectoria que los une sino del valor que toma la energia potencial en ambos
puntos:

B B
Wap = [ F-di=~ [ dEp=Epa—Eps. (4.26)
A A
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Para ver la relacién existente entre 'y Ep, tendremos en cuenta que

OF OF OF .
dEp = —Lda + —2dy + —Ldz = VEp - dF, (4.27)
ox oy 0z

donde VEp se denomina gradiente de la energia potencial:

OEp_, OFEp_, OFEp-

VEp = k. 4.28
VEp ox vt dy It 0z ( )

Sustituyendo (4.27) en (4.25) vemos que
(F+VEp)-dif=0, Ydf= F=—VEp. (4.29)

Ejemplos

Veremos a continuacion dos ejemplos conocidos de fuerzas conservativas, asi como
la energia potencial asociada a las mismas.

1. Fuerza de gravedad homogénea. Para una particula que se mueve cerca de la
superficie de la Tierra, la fuerza con la que se ve atraida se puede aproximar
por

—

siendo g el valor de la gravedad en la superficie terrestre ©.
Supongamos que un punto M se desplaza por la accién de la gravedad desde

un punto Py hasta otro punto P. El trabajo realizado por el peso es

P y

W= ﬁ-dfz—mg/ dy' = mg(yo —v)-
Y

P() 0

Vemos facilmente que, al ser W = —d(mgy), la energia potencial es

Ep =mgy+C. (4.31)

Notese que la energia potencial estd determinada salvo una constante arbi-
traria, lo cual no es importante dado que el trabajo viene dado por la diferen-
cia de energia potencial entre dos puntos. Por tanto, podemos tomar C' = 0,
de manera que Ep = mgy.

6 Aqui hemos considerado unos ejes coordenados en los que el eje OY tiene la direccién y el
sentido de la vertical ascendente.
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2. Fuerza elastica.

Sea una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza elastica

F. = —kF, (4.32)
siendo 7"el radio vector de la particula en relacié_p al punto O, y k una constante
positiva’. El trabajo elemental realizado por F, entre 7y 7+ dF es

W = —ki - dif = —kd(1*/2) (4.33)

Cuando la particula pasa de 7y a 77, el trabajo total es

" 1, 1
W= —k:/ d(r2)2) = ~kr? — ~kr?.
o "0 T3

Nétese que, al ser 6W = —d(kr?/2), entonces
L, o
Ep = Sk (4.34)

4.4.5 Movimiento bajo fuerzas conservativas

Supongamos que las fuerzas que actian sobre el punto son tales que el trabajo
realizado por su resultante se puede expresar a partir de (4.26). En tal caso, el
teorema de la energfa (4.24) quedaria

En(A) = En(B), (4.35)

donde E,, = Ep + %va se denomina energia mecanica. Es decir,

“Cuando el trabajo total realizado sobre una particula entre dos puntos de su
trayectoria se puede expresar a partir de la variacion de una funcion escalar de
las coordenadas (energia potencial), la energia mecdnica permanece constante en el
transcurso del tiempo.”

"Este es el tipo de fuerza que ejerce un resorte ideal. La particula estaria ligada a un extremo
del resorte, siendo el otro el punto O. En este caso, la constante k& se denomina constante elastica
del resorte.
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Capitulo 5

SISTEMAS DE PARTICULAS

5.1 Introducciéon

En el estudio de la dinamica del punto, se considera que la influencia que el resto
del universo ejerce sobre una particula esta representada por un vector igual a la
resultante de todas las acciones a las que esta sometida. La segunda ley de Newton
permite obtener el movimiento del punto respecto a un sistema inercial, a partir de
las fuerzas que actian sobre el mismo. Por otro lado, en el tema anterior vimos tres
teoremas que se deducen de la segunda ley de Newton, y que permiten obtener en
muchos casos informacion del movimiento a partir de las propiedades de las fuerzas.

En este capitulo vamos a describir el comportamiento dindmico de un sistema
de particulas, es decir, un conjunto de puntos materiales cuyo movimiento vendra
dado por sus interacciones con otros cuerpos no pertenecientes al sistema, y por
las existentes entre ellos. La eleccién de las particulas que constituyen un sistema
es arbitraria; cualquier conjunto de puntos materiales puede ser objeto de estudio
como un sistema.

En principio, para abordar tal estudio deberiamos considerar las fuerzas a que
estan sometidas todas las particulas que componen el sistema, con lo que obten-
driamos asi el movimiento de cada una de ellas. No obstante, tal objetivo resulta
practicamente imposible cuando el nimero de particulas es grande, debido a la e-
levada complejidad que tiene el problema asi planteado. Para obtener informacion
acerca de la dinamica del sistema sin tener que centrarnos en el movimiento de cada
una de sus particulas introduciremos el concepto de centro de masas, lo que resultara
tremendamente ttil.

5.2 Teorema de la cantidad de movimiento
Sea un sistema constituido por N puntos materiales P; (i = 1,2, ..., N), cada uno de
ellos de masa m;. A los vectores posicion, velocidad y aceleraciéon de la particula 4

respecto a un sistema de referencia inercial O;X;Y72; los denotaremos respectiva-

47
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mente por O?PiE Ty U; Y ;.

5.2.1 Cantidad de movimiento de un sistema

Se denomina cantidad de movimiento del sistema al vector libre igual a la suma de
las cantidades de movimiento de cada una de las particulas:

N
P =Y m,. (5.1)
=1

5.2.2 Teorema

“La derivada temporal' de la cantidad de movimiento de un sistema de particulas es
tgual a la resultante de todas las fuerzas externas que actuan sobre el sistema.”

Demostracion:

Consideremos un punto material P;. Sobre el mismo actian fuerzas exteriores al
sistema, y fuerzas interiores debido a su interaccion con el resto de las particulas.
De esta forma, tendremos en cuenta:

1. Una fuerza F*', resultante de todas las acciones externas al sistema que actian
sobre la particula P;.

2. Al existir una interacciéon entre P; y Pj, j # 1, representada por ﬁij (fuerza
que sobre la particula ¢ ejerce la particula j), sobre P; actuard también una
fuerza igual a la resultante de todas acciones internas 3°,; Fi;.

Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento de P;, tenemos
Fi-ext + Z F_:ij = mzc_il (52)
J#i

Si sumamos (5.2) para todas las particulas del sistema, queda

N N . N
ZF;-eIt + ZZE] = Zmzd} (53)
i=1 i=1 j7#i i=1

Como las fuerzas internas verifican el principio de accién y reaccion, el segundo
sumando de (5.3) se anula, dado que a cada término Fy le corresponde otro By =
—ﬁkl, de forma que todos los sumandos que aparecen en este término de (5.3) se
cancelan dos a dos. Por tanto

N
Fe:rt = Z mﬁi, (54)
i=1

!Contemplada por un observador inercial.
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siendo et = >N ﬁf“ la resultante de todas las fuerzas externas al sistema.
Por otro lado, si derivamos respecto al tiempo la cantidad de movimiento del
sistema dada por (5.1), vemos que

aP &

Sustituyendo (5.5) en (5.4), queda

—

we AP
Fert = =2 5.6
o (5.6)

con lo cual el teorema queda demostrado.

5.3 Teoremas del centro de masas

5.3.1 Masa del sistema

Por definicién, la masa de un sistema es la suma de las masas de cada una de las
particulas que lo componen. Designandola por M, tenemos

M — Zmz (5.7)

5.3.2 Centro de masas

Se denomina centro de masas de un sistema de particulas, al punto G definido por
el vector de posicién

N o
Zi:l mgr;
7M .

Derivando respecto al tiempo (5.8), la velocidad y aceleracién del centro de masas
vienen dadas por

0,G= iy — (5.8)

5 dFG 21\11 mﬂ_);
=6 _ Zi= 5.9
Ve T T M (5.9)
dv Ly md;
G = W6 _ 2immd (5.10)

dt M

5.3.3 Teorema 1

“La cantidad de movimiento de un sistema es igual a la de un punto que ocupara en
todo instante la posicion del centro de masas y en el que estuviera colocada toda la
masa del sistema.”
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Demostracion:
Si tenemos en cuenta la expresion (5.9) de la velocidad del centro de masas,
vemos que

N
=1

5.3.4 Teorema 2 (Teorema del centro de masas)

“La resultante de las fuerzas externas que actian sobre un sistema de puntos ma-
teriales es igual al producto de la masa del sistema por la aceleracion del centro de
masas’ .

Demostracion:
Es inmediata a partir de (5.11) y (5.6). Derivando la primera respecto al tiempo,
tenemos

dP
— = Mag. 12
a e (5.12)
Sustituyendo en (5.6) queda
Feot = Mag. (5.13)

5.3.5 Corolarios

e “Cuando la resultante de las fuerzas exteriores al sistema es nula, la canti-
dad de movimiento (y velocidad del centro de masas) del sistema permanece
constante en el transcurso del tiempo” .

Demostracion:
En el caso de que Fiy = 0 entonces, utilizando (5.6) y (5.13), se tiene
P

Ezﬁﬁﬁ:cfeﬁﬁgche. (5.14)

o “Cluando la componente de F,,; sequn una direccion fija u del espacio sea nula,
la proyeccion segin @ de la cantidad de movimiento del sistema (velocidad del
centro de masas), permanece constante”.

Demostracion:

Si Fiy - @ = 0, multiplicando escalarmente (5.6) y (5.13) por @, tenemos

Fop i=0=M—2 7=—" (5.15)
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siendo P; = Mug-u la proyeccion de la cantidad de movimiento en la direccién

—

u.

5.4 Teorema del Momento cinético

5.4.1 Momento cinético respecto a un punto

Consideremos la situacion que se muestra en la figura. Un sistema de particulas cuyo
movimiento estd referido a un sistema inercial, y un punto “O”. Por definicién,
el momento cinético del sistema respecto a O, es la suma extendida a todas las
particulas sistema de los momentos cinéticos de cada particula respecto a O, es
decir

Lo =Y OP AP, (5.16)

5.4.2 Teorema

“La derivada temporal? del momento cinético de un sistema respecto a un punto O
es igual al momento resultante de las fuerzas externas respecto a O, mds el producto
vectorial de la cantidad de movimiento del sistema por la velocidad de este punto.”
Demostracion:
Derivando (5.16), tenemos

Lo  d.dOP, I
Rl N op, N2 5.17
i =g P +; dt (5.17)

i=1

Analicemos por separado cada una de los sumandos del segundo miembro de
(5.17):

e Como O_ISZ:OTPZ» - OTO entonces

d0P,
Por tanto
N 4 OP, - .
> pn Ap; = (U; —07) Ap; = P ATY. (5.19)

i=1 )

2Contemplada por un observador inercial.
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e Por otro lado,

N — o — -
ZOPi/\de: OP; NF; =
=1 dt =1
N — N - N — — — —
=> OP A (F“ +) Fj> =Y OP, NFf™ +3 Y OP, AF;.  (5.20)
=1 i i=1 i g

— - — N

En la dltima suma, a cada término O P, AF}, le corresponde otro OFP, AFy,.. Si
tenemos en cuenta que la fuerza de interaccién entre dos puntos esta dirigida
segun la linea que los une, entonces

O_ﬁk /\ﬁkl—l- O_>Pl /\ﬁk = (O_ﬁk — O—>Pl) A ﬁkl :Pl—>Pk /\ﬁkl = 6,

dado que ﬁkl y PP, son paralelos.

De esta forma, sustituyendo (5.20) y (5.19) en (5.17), se tiene finalmente

ALy - . -
d—tO — Mg+ P AT, (5.21)
siendo Mg = YN, OP, AF*** el momento resultante de las fuerzas exteriores al

sistema respecto al punto O.

En el caso de que el punto en que tomamos el momento cinético sea fijo o coincida

con el centro de masas, el teorema del momento cinético adopta una expresién mas

sencilla al anularse el segundo sumando del miembro derecho de (5.21):

1. Si O es un punto fijo, entonces

dLo -,
W - [e) t. (522)
“La deriwada temporal del momento cinético de un sistema de particulas refe-

rido a un punto fijo O, es igual al momento resultante de las acciones externas
en Q.7

2. Por otro lado, si O = G, al ser P = Mg entonces Mig N\ Ug = 0. Por tanto

— = M§™. (5.23)

“La deriwvada temporal del momento cinético de un sistema de particulas res-
pecto al centro de masas es iqual al momento resultante de las acciones exter-
nas en G”.
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5.5 Teorema de la energia

5.5.1 Energia cinética de un sistema

Por definicion, la energia cinética de un sistema de particulas es la suma de las
energias cinéticas de cada una de las particulas que lo componen:

T=>T,=Y imiv?. (5.24)

5.5.2 Trabajo sobre un sistema de particulas

Consideremos un desplazamiento infinitesimal del sistema [d7;], (i = 1,...., N), ca-
racterizado por el desplazamiento infinitesimal dr; de cada una de sus particulas.
El trabajo realizado sobre el sistema en [dr;], es la suma de los trabajos realizados
sobre cada una de las particulas:

N N
SW =>"6W, =3 F - dr,. (5.25)

=1 i=1

Por otro lado, como F, = Fe*t 4 >t F,;, sustituyendo en (5.25) se tiene

OW = Wept + OWips, (5.26)
siendo
Weat =3 Eeet . dr, (5.27)
el trabajo elemental realizado sobre el sisztema por las fuerzas externas, y
Wine = 33 Fy - dFi, (5.28)
i g

el trabajo elemental realizado por las fuerzas internas.
Nétese que W, en general no se anula, dado que, si bien al término Fj; - dr}, le
corresponde otro Fj, - dr; = —F}, - dr}, ambos términos no se cancelan:

—

Fyy - (i, — diiy) # 0.

Si consideramos un desplazamiento finito del sistema [15]4 — [75]p , entonces el
trabajo realizado sobre el sistema en tal desplazamiento se define como “la suma”
de los infinitos trabajos elementales (5.26) entre las dos posiciones A y B, es decir,
la integral

B B . .
Wap = / St 4 / SWint = Wt 4 yyint (5.29)
A A
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5.5.3 Teorema de la energia

“El incremento en la energia cinética de un sistema es igual al trabajo realizado por
las fuerzas externas mds el realizado por las fuerzas internas”.

Demostracion:

Por el teorema de la energia aplicado a una particula, sabemos que

dT; = 5W;. (5.30)

Sumando para todas las particulas y teniendo en cuenta las definiciones (5.24) y
(5.25), tenemos

B B
/A dT:/A W = AT = Wap = Wt 4 Wint, (5.31)

5.5.4 Conservacion de la energia en un sistema

Vamos a profundizar un poco mas en el teorema de la energia. Para ello, tendremos
en cuenta que tanto las fuerzas externas como las internas pueden clasificarse en
conservativas y no conservativas.

El trabajo de las fuerzas conservativas externas se puede expresar a partir de la
variacién de una energia potencial externa asociada al sistema:

Wext ZF&’EtC' —»:_ZdEext__dEe:rt
= Wet = —AES, (5.32)

Por otro lado, el trabajo de las fuerzas internas conservativas puede expresarse
también a partir de la variacién de una energia potencial interna:

N
wnt int — int
c T Pij — P
W =S S B dri =~ Y Y dER, = ~dE
i=1 j#i 1=1 j#i
= W = _AED". (5.33)

En (5.32) y (5.33) hemos prescindido, para simplificar la notacién, de expresar
los estados A y B entre los que evoluciona el sistema.
Teniendo en cuenta en (5.31) las consideraciones anteriores, tenemos

AT = Wt — AEE + Wint — A

= A(T + ES 4 EWY) = Wert 4 it (5.34)

nc ’
donde Wert y Wit son los trabajos realizados por las fuerzas no conservativas.

En el caso de que el sistema esté aislado y las fuerzas internas sean con-
servativas tenemos el siguiente
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Teorema: “FEn un sistema aislado en el que todas las interacciones internas son
conservativas, la suma de las energias cinética y potencial del sistema permanece
constante a lo largo del tiempo.”

Demostracion:
Sélo tenemos que tener en cuenta en (5.34) que W = 0 y que W = 0. De
esta forma,

A(T+EM =0 = £E=T+ B2 = cte. (5.35)

La suma de las energias cinética y potencial interna, a la que hemos denotado
por &£, se denomina energia propia.

Cuando el sistema no esté aislado pero todas las fuerzas sean conservativas, se
tiene:

Teorema: “En un sistema de particulas en el que todas las fuerzas que actian
son conservativas, la suma de las energias cinética, potencial externa y potencial
interna, se conserva durante el movimiento.”

Demostracion:

Sélo tenemos que tener en cuenta que el miembro derecho de la ecuacién (5.34)
se anula en este caso. Por tanto,

AT+ ES"+EMYy=0 = B, =T+ ES" + EX = cte. (5.36)

A la cantidad E,,, suma de las energias propia y potencial externa se la denomina
energia mecanica total del sistema.
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5.6 Cuestiones y problemas de Mecanica

Cuestiones

1. Un punto describe una trayectoria circular, siendo constante el moédulo de su
velocidad. Analiza la veracidad de las afirmaciones siguientes:

e La aceleracién es cero.

e El médulo de la aceleracién es cero.

2. Una particula se mueve sobre cierta trayectoria de forma que su aceleracién
y velocidad forman un angulo obtuso constante, siendo también constante el
modulo de la aceleracion. Discute la veracidad de las siguientes afirmaciones:

e El médulo de la aceleracion tangencial es constante y el de la aceleracion
normal disminuye con el tiempo.

e La celeridad depende linealmente del tiempo y el médulo de la aceleracion
normal es constante.

e La celeridad aumenta linealmente con el tiempo y el radio de curvatura
decrece.

3. Discute la veracidad de la afirmacion siguiente: la variacion de la energia
mecdanica de un sistema de particulas es igual al trabajo realizado por las fuer-
zas conservativas.

4. Dos particulas aisladas colisionan, de forma que la energia cinética del sistema
formado por ambas particulas después de la colisién es 100 veces la energia
cinética antes de la colision. ;Cudnto cambia la celeridad del centro de masas
del sistema después de la colisién?

5. A Pedrito le han regalado el dia de Reyes tres bolas de masas mq, mo = 2my,
y mg = 3mq, las cuales se encuentran unidas entre si por muelles ideales. El
regalo no le gusta, de forma que lo lanza desde el balcon de su casa. Suponiendo
despreciable el rozamiento del aire, jcudl es la aceleracion con la que cae el
centro de masas del sistema constituido por las bolas y los muelles?

6. Dos pequenas bolas idénticas de plastilina se lanzan horizontalmente y con la
misma celeridad desde lo alto de sendos edificios de la misma altura. Antes de
llegar al suelo chocan y se quedan pegadas. La energia mecanica del sistema,
Jaumenta, disminuye, o no cambia en la colision? Razone la respuesta.

7. Discute la veracidad de la afirmacion siguiente: En un sistema de particulas
en el que no actuan fuerzas externas la cantidad de movimiento de cada una
de las particulas es constante.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Ay B son dos luchadores de sumo. En el sumo los luchadores se colocan

inicialmente en el centro de un circulo dibujado en el suelo. Al dar una senal,
se manipulan y empujan. El que primero se sale del circulo pierde. Ay B
practican una modalidad artica (sobre hielo, cuyo coeficiente de rozamiento se
supone nulo). Si A pesa el doble que B, jquién crees que ganara el combate?
Razona la respuesta.

. En un sistema formado por dos particulas, ambas estan sometidas exclusiva-

mente a sendas fuerzas externas idénticas y constantes. Discute la veracidad
de las afirmaciones siguientes:

e Fl centro de masas describe una linea recta.

e La celeridad del centro de masas siempre es un polinomio de primer grado
en el tiempo.

e La energia cinética del sistema siempre es un polinomio de segundo grado
en el tiempo.

Un caballo tira de un carro con una fuerza F. Por el principio de accién y
reaccion el carro tira del caballo con la misma fuerza F. Y sin embargo, el
conjunto se mueve. ;Porqué?

Un sistema de particulas se mueve de forma que su centro de masas permanece
en reposo respecto a un sistema de referencia inercial. Discute la veracidad de
las afirmaciones siguientes:

e La energia cinética del sistema es nula.
e No actian fuerzas externas sobre las particulas del sistema.

e Fl momento cinético del sistema es una constante de movimiento.

Una particula se mueve bajo la accion del campo gravitatorio terrestre y de
la resistencia del medio (fuerza de sentido contrario al de la velocidad de la
particula) de un punto A a otro punto B de alturas hy y hg, siendo hy > hp.
El incremento de energia cinética que experimenta la particula es, ;positivo,
negativo, o nulo?

Un sistema de dos particulas se mueve en el plano OXY', de forma que sobre
cada una de ellas actiia una fuerza elastica dirigida hacia el punto O (no hay
gravedad). ;Qué magnitudes dindmicas se conservan en el movimiento del
sistema?

Una particula de masa m se mueve bajo la accién de una fuerza F=0A ff,
siendo ¥ la velocidad y A un vector constante no nulo. Inicialmente la celeridad
de la particula es v,. Después de un tiempo 7', jcuanto vale la celeridad?



28

15

16.

17.

18.

19.

20.

CAPITULO 5. SISTEMAS DE PARTICULAS

Analiza la veracidad de la afirmacién siguiente: Un hombre de masa 80 Kg, en
reposo sobre el suelo horizontal (perpendicular al campo gravitatorio), empuja
una pared vertical fija con una fuerza horizontal de 90 N, siendo el coeficiente
de rozamiento estatico entre el hombre y el suelo es 0.1.

Una anilla da vueltas en el interior de una circunferencia horizontal fija, en
presencia del campo gravitatorio terrestre (no hay rozamiento). Analiza la
veracidad de la afirmacion siguiente: Las fuerzas que actian sobre la anilla
son el peso (vertical), la reaccion de la circunferencia, y la fuerza centrifuga
debida al movimiento circular de la anilla.

Una pequena masa esté colgada del techo mediante un hilo. Otra masa idéntica
estd unida a la anterior mediante un muelle. El sistema de encuentra inicial-
mente en equilibrio. Stbitamente se corta el hilo. ;Es correcta la afirmacion
siguiente?: La aceleracion de cada una de las masas inmediatamente después
de cortar el hilo es i1gual a la aceleracion de la gravedad.

Dos pequenas bolas se mueven en una mesa horizontal con rozamiento. En un
instante dado chocan entre si. Analiza la veracidad de la afirmacién siguiente:
La cantidad de movimiento del sistema constituido por las dos bolas no se
conserva en el momento de la colision, dado que la resultante de las fuerzas
externas, la fuerza de rozamiento, no es nula.

. Puede un cuerpo estar en equilibrio y en movimiento? ;Qué tipo de movi-
miento? ;Puede un cuerpo estar en reposo pero no en equilibrio?

Se deja caer un objeto en presencia del campo gravitatorio terrestre y de la re-
sistencia del aire, fuerza de sentido contrario al de la velocidad, y cuyo moédulo
se puede considerar en muchos casos proporcional a la celeridad. Explicar,
utilizando la segunda ley de Newton, el hecho de que el objeto adquiera una
velocidad constante en su caida.

Problemas

1.

Un punto se mueve en el plano OXY, siendo z(t) = 2 +t2/2, e y(t) = t* — 1,
donde z e y estan expresadas en metros y t en segundos. Determinar la
ecuacién de la trayectoria y = f(x), asi como la celeridad y el mddulo de la
aceleracion.

Respuesta: (a)y = 2x — 5; (b)v = v/5tm/s; (c)a = vV/5m/s

Una particula describe la trayectoria dada por las ecuaciones z = t, y =
t2, donde las unidades estdn dadas en el sistema internacional. Cuando la
particula pasa por la posicién (1, 1) determinar los médulos de la velocidad
y la aceleracion, asi como las componentes intrinsecas de la aceleracion y el
radio de curvatura.
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Respuesta: v ~ 2.24m/s; a = 2m/s* a; = 1.79m/s* a, ~ 0.89m/s?;
R~ 5.59m.

. El vector de posicién de una particula P es 7 = 3t — t27 + 8k en unidades

SI. Hallar: a) la celeridad y la velocidad de la particula a los 2 minutos de
iniciado el movimiento; b) las componentes intrinsecas de la aceleracién y el
radio de curvatura a los 2 seg.

Respuesta: v =~ 240m/s; a; = 1.6 m/s% a, = 1.2m/s* R~ 20.8m.

Se lanza una pelota con velocidad inicial ¥ de componentes v, = 20m/s y
v, = 16m/s. Se pide: a) el tiempo que estd subiendo; b) la altura que
alcanza; c) la distancia a que se debe encontrar otro jugador de la misma talla
para devolver la pelota; d) radio de curvatura de la trayectoria en su punto
mas alto. Témese g = 9.8 m/s>.

Respuesta: (a)t =1.6s; (b)y = 13m; (c)x = 65m; (d)p. = 40.8 m.

. La aceleracién de un punto que se mueve en el eje OX viene dada por la

expresion a, = 5—t, donde z viene dado en metros y ¢ en segundos. Determinar
las expresiones de v, (t) y x(t), sabiendo que para t = 0 s el punto se encuentra
en reposo en el origen.

Respuesta: v, (t) = bt — t2/2; x(t) = 5t2/2 — 3 /6.

. La posicion de una particula desde un sistema de referencia S viene dada por

7 = (6t2 — 3t)7+ 3t2] — 3km. Desde otro sistema de referencia S’ el cual
se mueve respecto a S a velocidad constante, la posicién de la particula es
7= (612 4 4t)7+ 3t27— 3k m. ;Con qué velocidad se mueve S’ respecto a S?
., Cudl es la aceleracion de la particula respecto a S'y S'7

Respuesta: —7rm/s; @ = @ = 127+ 67m/s>.

. Un tren pasa por una estacién moviéndose con una velocidad de 20m/s. Un

pasajero del tren observa el movimiento de una bola dentro del vagon, con una
celeridad de 5m/s, dirigida: a) en la direccién y sentido del movimiento del
tren; b) en la direccién del movimiento del tren, pero en sentido opuesto; c)
perpendicularmente a la direcciéon de movimiento del tren y con sentido hacia
la estacion.

Calcula en cada caso la celeridad de la bola para un observador que se encuen-
tra en la estacién.

Respuesta: (a) 25m/s; (b) 15m/s; (c) 20.6 m/s.

. Un hombre de masa 90 kg se encuentra dentro de un ascensor y en reposo

respecto al mismo. Determinar la fuerza que ejerce el piso sobre el hombre
cuando: (a) El ascensor asciende con velocidad uniforme; (b) El ascensor baja
con velocidad uniforme; (c) El ascensor acelera hacia arriba a 3ms™2; (d) El
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ascensor acelera hacia abajo a 3ms™2; (e) El cable se rompe y el ascensor cae
libremente. Nota: Considérese g = 9.8m/s>.

Respuesta: (a) 882 N, (b) 882 N, (c) 1152 N, (d) 612 N.

Una particula de 100 g de masa se mueve de forma que su posicién, respecto a
cierto sistema de referencia S, estd dada en cualquier instante por o = 3t? 4 ¢
(z en metros y t en segundos). Calcula:

(a) La aceleracién de la particula medida por S.
(b) El incremento de energia cinética, medido por S, entre t =0sy t = 2s.

(¢) Si S se desplaza con velocidad constante 22'm s~! respecto a cierto sistema
inercial S’, jes S inercial? ;Qué fuerza actia sobre la particula? ;Qué trabajo,
medido por S y por S’, realiza dicha fuerza entre t = 0sy t = 2s?

(d) Si S se desplaza con aceleracién constante 27m s~2 respecto a cierto sistema

inercial S’, jes S inercial? ;Qué fuerza actia sobre la particula? ;Qué trabajo,
medido por S y por S’ realiza dicha fuerza entre t = 0sy t =27

Un mono de masa 10 kg esta trepando por una cuerda sin masa, la cual pasa
por la rama de un arbol y estd unida en el otro extremo a una masa de 15 kg
(no hay rozamiento). (a)Explicar cémo tendria que moverse el mono por la
cuerda para poder elevar la masa de 15 kg desde el suelo. (b)Si una vez que
ha levantado la masa del suelo, el mono deja de trepar y se mantiene agarrado
a la cuerda, jcudl sera ahora su aceleracion? ;Y la tension de la cuerda?

Respuesta: (b)a =1.96m/s* T = 117.6 N.

Un bloque de masa m; se encuentra sobre otro de masa ms, el cual se encuen-
tra sobre un plano horizontal liso. Los coeficientes de rozamiento estatico y
dindmico son . y g respectivamente. Si se aplica a mgy una fuerza horizontal
cuyo modulo varia con el tiempo de la forma F' = kt, siendo k£ una constante,
hallar:

(a) El instante ¢; en el que comenzara el deslizamiento relativo entre ambos
bloques.

(b) Las aceleraciones de ambos a partir de t;.

(c) Representar graficamente las aceleraciones de ambos bloques en funcién
del tiempo.

Respuesta: a) t1 = peg(mi +ms)/k, b) a1 = pag, az = (1/ma)(kt — pramag).
}

7
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12.

13.

En el sistema de la figura, m; = 1kg y my = 0.5 kg, y el coeficiente de roza-
miento entre m; y la superficie de deslizamiento es el mismo que el existente
entre m; y mo, y vale p = 0.4. La fuerza F que tira de m; es constante.
Considérese que tanto m; como msy tienen dimensiones despreciables, y que
la polea y la cuerda son ideales. Se pide: (a)Fuerzas que actian sobre m; y
sobre ms.

(b) Considerando el sistema formado por my y ma, decir cudles son las fuerzas
externas y cudles las fuerzas internas al sistema.

(c) Aplicar el teorema del centro de masas por separado a m; y ms, expresando
sus componentes horizontal (segin OX) y vertical (segin OY').

(d) Aplicar el teorema del centro de masas al sistema constituido por m; y mso.

(e) La fuerza de rozamiento entre my y mey, verifica, para cualquier valor de
|F'|, que su médulo es igual a umsog? Si piensas que no, jcudl es el minimo
valor de |F| para que esto ocurra?

(f) Si \ﬁ | =10.75 N, jcudl es el médulo de la tension del hilo?, iy la aceleracion

del sistema? Témese g = 10m s~2.

Respuesta: (f)2.25 N, 0.5m s™2.
N
m2 Jg }.

Se dispara, en t = 0, un proyectil de 10 kg con una velocidad de 400m s~! y
un angulo de elevacién de 60°.

/s

(a) En un instante dado ¢, la granada explota en dos fragmentos, uno de los
cuales tiene una masa m; = 4 kg. ;Se conserva la cantidad de movimiento del
sistema constituido por los dos fragmentos en el momento de la explosién? Es
decir, {podemos afirmar que P(ty) = P(t{)?

(b) La cantidad de movimiento del sistema justo antes de la explosién, jes
igual a la cantidad de movimiento para cualquier instante posterior?

(c) Si consideramos despreciable la resistencia del aire, jse conserva alguna
componente de la cantidad de movimiento del sistema? ;Qué trayectoria des-
cribe el centro de masas del sistema?

(d) Supéngase que el proyectil explota en el punto més alto de su trayectoria,
y que los dos fragmentos salen horizontalmente. Si el fragmento de 4 kg cae al
suelo en un punto distante 10000 m del punto de lanzamiento, jen qué punto
caera el fragmento mayor?

Respuesta: (d) ~ 16900 m.
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Dos cuerpos de masas m; = 2kg y mo = 3 kg estan unidos por una cuerda
de masa despreciable, como indica la figura. La fuerza F' tiene un modulo de
20 N y no existe rozamiento. Se pide:

(a) Analizar las masas m; y my por separado, indicando las fuerzas que actian
sobre ellas.

(b) Considerar el sistema constituido por my, ms y la cuerda. ;Cudles son las
fuerzas externas? ;Y las fuerzas internas?

(c) Aplicando la segunda ley de Newton a m; y a my, calcular la aceleracién
del sistema y la tensién de la cuerda.

(d) Obtener la aceleracién del sistema aplicando el teorema del centro de ma-
sas.

(e) Si la cuerda se rompe, jcudl es el movimiento posterior de cada una de las
masas? ;Y el del centro de masas del sistema?

(f) Repetir todos los apartados anteriores en el caso de que haya un coeficiente
de rozamiento = 0.2 entre los cuerpos y la superficie de deslizamiento.

2

F

mi moa

S S S S

Se lanza un cuerpo desde el punto A de la figura con una velocidad horizontal
de 9m s~!, recorriendo una distancia horizontal AB = 10m y a continuacién
el arco de circunferencia BC, siendo R = 1m. En el tramo BC no existe
rozamiento y en el tramo AB el coeficiente de rozamiento vale 0.4. Se pide:

(a) Analizar las fuerzas que actian sobre el cuerpo en los tramos AB y BC'

(b) Aplicando la segunda ley de Newton en el movimiento de A a B, obtener la
aceleracion, asi como la posicion en funcién del tiempo. ;Cual es la velocidad
al llegar a B?

(c) Obtener la velocidad en B aplicando el teorema de la energfa.

(d) Aplicar la segunda ley de Newton al movimiento en el tramo BC, y des-
componerla: d.1)en sus componentes horizontal y vertical, d.2) En el sistema
constituido por los vectores tangente y normal a la circunferencia.

(e) En el tramo BC, jqué fuerzas realizan trabajo y cudles no? ;Se conserva
la energia mecéanica?

(f) Obtener, aplicando el teorema de la energfa, el angulo maximo « alcanzado
por el cuerpo.

(g) i Cuél tendria que ser la minima velocidad en A para que la particula llegase
al punto D?
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Respuesta: (f) a = 29.8°.
Y

10 m
AR

A B R
S S - X

16. Una piedra de masa m, atada a una cuerda ideal de 80 ¢cm de longitud describe
una circunferencia en un plano vertical (la cuerda también se encuentra en el
plano). Se pide:

(a) {Puede el movimiento realizarse a celeridad constante?

(b) ;Cudl es el minimo valor de la tensién maxima que puede soportar la cuerda
sin romperse, para que el movimiento sea posible?

(c)Si la tensién méxima que puede soportar la cuerda es diez veces el peso
de la piedra, jqué velocidad tendria que tener el cuerpo en el punto maés alto
para que la cuerda se rompiese justo en el punto més bajo de su trayectoria?

Respuesta: (b) 6mg.

17. Sobre un bloque de masa m de dimensiones despreciables, el cual se encuentra
sobre el eje horizontal OX, sin rozamiento, actiia una fuerza F de médulo
F = kt, siendo k una constante y t el tiempo, de forma que F forma un
angulo constante « con el eje OX (ver figura). El bloque se encuentra en el
campo gravitatorio terrestre (g es la aceleracién de la gravedad). Sabiendo
que para t = 0 el bloque se encuentra en reposo, jcual es su celeridad en el
instante en que se separa del plano? ;Qué espacio recorre hasta ese momento?

2 2.3
. _ mg®cosa, ., _ m?*g3cosa
RGSPU(EStCL. U= Sksen?a’ ° = 62senda”
Y
A — L
F ; |[Fl=kt
o
m > X

18. Una esferita de masa m de dimensiones despreciables desliza sobre una mesa
horizontal pulida, unida al extremo de un hilo que pasa a través de un agujero
O de la misma. Inicialmente, la longitud del hilo sobre la mesa es r; y la
velocidad de la esfera es v; L 7. Se tira del hilo hasta que su longitud sobre
la mesa es 7, = £-. Sabiendo que en esta situacién también se verifica 0, L 75,
calcular:
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a) La celeridad wv,.

(
(b

) La variacién en el médulo de la cantidad de movimiento.
(c) La variacién en la energia cinética de la esfera.

(d) El trabajo realizado por la tensién del hilo entre ambas situaciones.

Respuesta: (a) vy = 2vq, (b) |pa| = 2|p1|, (¢) Eca = 4E¢c1, (d)3E¢ .

Z

OF/'{ Vi

|

19. Un empleado de una compania aérea lanza maletas de 15kg de peso a una
velocidad (horizontal) de 3m/s sobre una carretilla de transporte de equipajes
de 35 kg de peso. Suponiendo que no existe rozamiento entre la carretilla y el
suelo, calcular la velocidad que adquiere:

(a) Sila maleta llega a detenerse sobre la plataforma de la carretilla.
(b) Si la maleta choca con el extremo A de la carretilla.

(c) En ambos casos calcular el incremento de energia cinética en el sistema
formado por la carretilla y la maleta.

A
7 3m/s

M)

20. En la figura se muestra un péndulo balistico, el cual se usa para determinar la
velocidad de una bala midiendo la altura A a la que se eleva el bloque después
de que la bala se ha incrustado en él. Demostrar que la velocidad de la bala
estd dada por v/2gh(m; + my)/my, donde m; es la masa de la bala y my la
masa del bloque.
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21. En un plano horizontal liso se encuentran dos cuerpos 1 y 2, de masas m; =

22.

23.

1 kg y my = 2kg, unidos por un muelle ideal de constante elastica k = 4 N/m
y longitud natural l; = 0.5m, correspondiente a la separacién inicial entre
los bloques. Se desplaza la masa 2 hacia la izquierda una pequena distancia
e = 0.1m y se suelta. ;Cual es la celeridad del centro de masas del sistema en
el momento en que la masa 1 se separa de la pared? Explique detalladamente
los pasos seguidos en la resolucion del problema.

Respuesta: 0.094m s .

N

Pilo —»‘

mi J\/\/\/\/— me

Un preso, en una carcel, decide escapar deslizandose por una cuerda que le ha
proporcionado su cémplice. Fija un extremo de la cuerda a un gancho, situado
en el exterior de su ventana y el otro extremo cuelga sobre el suelo. La cuerda
tiene una masa de 10 kg y el preso tiene una masa de 70 kg. El gancho puede
aguantar una tension de 600 N sin soltarse. Si la ventana del preso estd a 15m
sobre el suelo, ;jcudl es la velocidad minima con la que puede alcanzar el suelo
si parte del reposo desde el extremo superior? Nota: Témese g = 10m s 2.

Respuesta: 9.2m s~ L.

Una esfera de 1/4 kg y dimensiones despreciables se encuentra unida a un
punto fijo O por medio de un hilo elastico de constante k = 147 N/m y cuya
longitud, indeformado, es de 60 cm. La esfera desliza sobre una superficie lisa
horizontal. En la posicién 1, la longitud del hilo es de 1m y la velocidad de
la esfera es de 3m/s, dirigida segun se presenta en la figura (normal al hilo).
Calcular:

(a) {Qué magnitudes dindmicas se conservan durante el movimiento? Razona
la respuesta.

(b) La celeridad de la esfera en el momento en que el hilo pierde su deforma-
cién.

(c) La minima distancia d a la que la esfera llega a estar de O.

Respuesta: v =+/103.1 m/s; d = 3/+/103.1 m.
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24.

25.
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YA

3 m/s

v

60 cm

Una particula de masa m se abandona en lo alto de una esfera de radio R, la
cual se encuentra rigidamente unida al suelo horizontal. Se le da a la particula
un pequeno empujoén, tal que su velocidad inicial es despreciable. Suponiendo
que no existe rozamiento, encontrar (a)en qué punto la particula abandona
la esfera sobre la que desliza, y (b)a qué distancia del punto C' de contacto
llegara al suelo.

Respuesta: (a) cosf, =2/3; (b) ~ 1.46R.

7 o /
L

/ AN

v
Ve

Un cuerpo A estd situado sobre un plano inclinado de angulo o = 30° con la
horizontal, el cual puede deslizar por el suelo horizontal. Considerando que
no existe rozamiento entre el bloque y el plano, (a);qué aceleracién se debe
comunicar al plano (mediante la fuerza que sea necesaria) para que A suba
con una aceleracién respecto al plano de médulo 1ms™2? (b);Cudl es en
dicha situacion el médulo de la aceleracion de A respecto al suelo? Toémese
g=98m/s>

Respuesta: (a) ~ 6.8 m/s* hacia la derecha; (b) &~ 6 m/s*.

E

_

,a?

30°

— —
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26.

27.

Juanito esta en la base de una colina que forma un angulo de ¢ con la hori-
zontal. Inclina su tirachinas un angulo a con respecto a la horizontal, y lanza
una piedra con una celeridad vy. Calcula la distancia medida a lo largo de la
colina a la cual llegara la piedra. Nota: supdngase que Juanito lanza la piedra
desde el suelo.

Una particula 1 de masa mg, que se mueve con celeridad vy, choca con una
particula 2 en reposo de masa 2mg. Como resultado de la colisién, la particula
1 es desviada 6; = 45° respecto a su direccién de movimiento inicial, con una
celeridad final de vy/2. Obtener la velocidad de la particula 2 después de
la colisién. ;Se conserva la energia cinética? Explica con detalle los pasos
seguidos en la resolucién del problema.

Respuesta: vy = 0.37vq, 0 = 29°.
Y A

mo Vo/2
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Capitulo 6

OSCILACIONES MECANICAS

6.1 Introducciéon

El movimiento oscilatorio o vibratorio constituye uno de los movimientos mas impor-
tantes por la gran cantidad de fenémenos de distinta naturaleza en los que aparece.
Ello le ha dado un papel relevante en diferentes partes de la Fisica y la Ingenieria.

En general, se dice que una determinada magnitud oscila cuando su valor varia
o fluctia en el tiempo dentro de unos ciertos limites. Dentro de la Mecéanica e-
xisten ejemplos conocidos como el movimiento de una particula en el extremo de
un muelle, y el del péndulo. No obstante, las oscilaciones se dan en muchisimas
situaciones fuera del campo de la Mecanica Clasica. Por ejemplo, los electrones de
una antena radiante o receptora de ondas electromagnéticas, o la carga en ciertos
circuitos eléctricos, tienen un movimiento oscilatorio. En el campo de la Mecanica
Cuantica, el estudio de las vibraciones de los atomos de una red cristalina tiene una
gran importancia en la descripcién de las propiedades de los solidos. Por otro lado,
el movimiento oscilatorio es basico en el estudio del fenémeno ondulatorio, dado que
en muchos casos las ondas representan la propagacion en el espacio de una oscilacion
producida en un punto. Por ejemplo, en el caso del sonido, el centro de masas de
un elemento de volumen conteniendo un ntimero de particulas del orden del niimero
de Avogadro en continuo movimiento aleatorio, oscila alrededor de su posiciéon de
equilibrio, y dicha vibracién se propaga dando lugar a ondas de presion, densidad
y desplazamiento. En el caso de las ondas electromagnéticas, las oscilaciones de los
electrones de una antena producen un campo eléctrico oscilante que se propaga en
el espacio. Por tanto, para la comprension de los fendmenos ondulatorios se requiere
un estudio previo del movimiento oscilatorio.

Este tema tratara las oscilaciones dentro de la Mecanica Clésica, una parte de
la Fisica que el alumno ha estudiado con cierta profundidad en cursos anteriores.
No obstante, las ideas que se desarrollaran a lo largo de este tema aparecen en otros
ambitos muy diferentes de este campo. Por otro lado, dada la dificultad que supone
el no conocer ain algunas partes de las matematicas que son importantes en el
estudio de las oscilaciones, y dado el escaso tiempo del que se dispone para abordar

69
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este tema en clase, nos centraremos en las ideas basicas sin adentrarnos mucho en
cuestiones matematicas.

Comenzaremos el tema hablando del movimiento peridédico, el cual se carac-
teriza por su repeticién en el tiempo, y més adelante repasaremos brevemente el
movimiento armonico simple (M.A.S.), cuya importancia radica en los tres puntos
siguientes:

e Desde un punto de vista matematico, el M.A.S. es el més sencillo de los mo-
vimientos oscilatorios.

e Este movimiento constituye una buena aproximacién para muchas oscilacio-
nes encontradas en la naturaleza, cuando se consideran ciertas hipétesis de
idealidad en los sistemas fisicos.

e Finalmente, cualquier movimiento oscilatorio, sea o no periddico, se puede
expresar como suma de distintos M.A.S. en base al teorema de Fourier, el cual
se estudiara en cursos mas avanzados.

El resto del tema estard dedicado al estudio de las oscilaciones mecanicas. Co-
menzaremos describiendo la fuerza y la energia potencial en el movimiento arménico
simple. Posteriormente se estudiara el amortiguamiento en los osciladores reales, el
cual surge por la presencia del rozamiento. La ultima parte estard dedicada al osci-
lador forzado, donde estudiaremos el fenémeno de la resonancia, el cual tiene enorme
importancia en todos los campos de la Fisica y la Ingenieria.

6.2 Movimiento periédico

Una funcién z = f(t) se dice que es periddica, cuando existe un intervalo 7', deno-
minado periodo, de forma que x se repite a intervalos iguales de T'. Es decir,

Ft) = ft+KT) 5 Vt, (6.1)

siendo k cualquier nimero entero no nulo. Noétese que 27, 3T,.., son también pe-
riodos de f(t) segin la definicién que hemos dado. No obstante, cuando hablemos
del periodo de una funcién, nos referiremos al intervalo mas pequeno de la variable
independiente necesario para que la funcién se repita (k = 1).

6.3 Movimiento armdnico simple

6.3.1 Definiciones

Una funcién z(t) tiene un movimiento oscilatorio armonico simple alrededor de = =
0, cuando la relacion existente entre x y t viene dada por

x(t) = Acos(wt + ¢), (6.2)
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f(t)

t-2T T T t T T

Figura 6.1: Movimiento peridédico. La grafica de f(t) se construye repitiendo la
forma que tiene dentro de un periodo.

donde A, w y ¢ son constantes (A y w se definen positivas).

Como la funcién coseno esta acotada entre —1 y +1, x lo esta entre —A y +A;
por tanto, A representa el desplazamiento maximo respecto de x = 0. Esta cantidad
se denomina amplitud del M.A.S. El argumento del coseno (o = wt+¢) se denomina
fase, de forma que ¢ es la fase correspondiente a t = 0, también llamada fase inicial.
La dependencia de la fase con el tiempo es lineal, y su derivada temporal, w, se
denomina frecuencia angular. Por otro lado, el coseno se repite cuando la fase se
incrementa en 27, de forma que el valor de x sera el mismo cuando el tiempo se
incremente en 27 /w:

cos(wt + ¢) = cos(wt + ¢ + 27) = cos|w(t + 2w_7r) + ¢).

Por tanto, 27 /w es el periodo del M.A.S. y lo representaremos por 7. En el sistema
internacional el periodo se mide en segundos (s) y la frecuencia angular en radianes
por segundo (rad/s).

Al movimiento entre dos valores del tiempo separados por un periodo se le de-
nomina oscilacion, y el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo se denomina
frecuencia. La relacién entre la frecuencia (que representaremos por v) y el periodo

es: ]
= —. 6-3
Y T (6.3)

En el sistema internacional v se mide en hertzios (Hz), siendo 1 Hz = 1s71.

6.3.2 Otras formas de expresar el M.A.S.

Como cosa = sen(a + m/2), otra manera de expresar (6.2) es
z(t) = Asen(wt + ¢'), (6.4)

siendo ¢ = ¢ + w/2. Por otro lado, si tenemos en cuenta la expresién del coseno de
una suma
cos(a + b) = cosacosb — senasenb,
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tenemos:
x(t) = Acoswtcosp — Asenwtseng = Ccoswt + Cysenwt, (6.5)

donde hemos definido, a partir de A y ¢, las constantes' C) = Acos¢ y Cy = — Asend.
Por tanto, (6.2), (6.4), y (6.5) son formas equivalentes de expresar el M.A.S.

6.3.3 Velocidad

Para obtener la velocidad en el movimiento arménico simple derivaremos (6.2) res-
pecto al tiempo:

vy = & = —Awsen(wt + ¢), (6.9)

lo que nos muestra que v, también oscila armoénicamente con frecuencia angular w, y
estd acotada entre —Aw y +Aw. Por tanto, Aw es el maximo valor que puede tener la
celeridad, es decir, es la amplitud de v,. Por otro lado, como —sena = cos(a+7/2),
tenemos

v, = Awcos(wt + ¢ + g), (6.10)

lo que representa una diferencia de fase de m/2 radianes entre la velocidad y la
posicién. Es decir, la velocidad estd adelantada 7/2 radianes respecto a la posicién.
Esto implica que cuando || = A, es decir, cuando wt + ¢ es un miltiplo entero de
m, la velocidad es igual a cero. De la misma forma, x = 0 cuando wt 4+ ¢ es un
miultiplo impar de 7/2, situacién para la cual la celeridad alcanza su maximo valor
V2 lmae = Aw.

'Para expresar A y ¢ a partir de C; y Co, hay que resolver el sistema de ecuaciones

Cy = Acosp ; Cu = —Aseng. (6.6)

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumandolas, tenemos, teniendo en cuenta la relacién

trigonométrica sen?¢ + cos2¢ = 1,
A=+,/C?+ (3. (6.7)

Por otro lado, dividiendo la segunda ecuacién entre la primera, obtenemos ¢:

o= arctan(—%). (6.8)

Ahora bien, nétese que sélo con (6.8) no tenemos completamente definida la fase (entre 0 y 27),
sino que debemos tener en cuenta el signo del seno o del coseno a partir de (6.6).

Por ejemplo, supongamos que C3/Cy < 0. Entonces hay dos valores posibles de ¢, uno en el
primer cuadrante y otro en el tercero, donde la tangente es positiva, para los cuales es vdlida (6.8).
(Cudl de los dos debemos tomar? Hemos de observar el signo del seno y/o del coseno a partir de
(6.6), y entonces sabremos qué solucién coger. Por ejemplo, si C; > 0, el coseno es positivo, y por
tanto ¢ se encontrard en el primer cuadrante.
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6.3.4 Aceleracion

Derivando (6.9) tenemos:
ay = i = —Aw?cos(wt + ¢). (6.11)

Vemos que la aceleracion oscila arménicamente con frecuencia angular w y amplitud
Aw?| es decir, estd acotada entre — Aw? y +Aw?. Teniendo en cuenta que cos(a+m) =
—cosa, podemos expresar (6.11) como

a, = Aw’cos(wt + ¢ + ), (6.12)

lo que representa una diferencia de fase de 7 radianes entre la aceleraciéon y la po-
sicién. Es decir, la aceleracion esta adelantada /2 radianes respecto a la velocidad
y 7 radianes respecto a la posicién.
Por otro lado, a partir de (6.2) y (6.11) vemos que & y z guardan la relacién
siguiente:
i+wlr =0. (6.13)

Por tanto, en el M.A.S. la aceleracién es proporcional al desplazamiento y opuesta al
mismo. La ecuacién (6.13) se denomina ecuacidn diferencial del M.A.S. %; sus solu-
ciones, es decir, aquellas funciones x(t) que la verifican, son movimientos armoénicos
simples de frecuencia angular w.

6.3.5 Representacion grafica de x(t), v,(t) y a.(t)

A continuaciéon representaremos graficamente la posicion, la velocidad y la ace-
leracién del M.A.S. Aunque las graficas del seno y del coseno son de sobra conocidas,
haremos hincapié en el papel que desempena la fase inicial. Por ejemplo, supongamos
que ¢ se encuentra en el segundo cuadrante (seng > 0 y cos¢ < 0). En este caso
la posicién inicial, z(0) = Acos¢, es negativa, y la recta tangente a la curva en
t = 0 tiene una pendiente negativa, dado que ésta es igual a la velocidad en ¢t = 0,
(0) = —Asen¢ < 0. Es decir, la curva z(t) tiene el aspecto que se muestra en la
figura (6.2).

En cuanto a la grafica de la velocidad, ésta comienza, para t = 0, con un valor
negativo, y la pendiente de la recta tangente, es decir, la aceleracion, es positiva, en
virtud de (6.13) (la aceleracién tiene signo opuesto al de la posicién). En la figura
(6.3) hemos representado v,(t).

2Una ecuacion diferencial ordinaria es una cierta relacién entre una funcién incégnita (t), sus
derivadas, y la variable independiente, de la forma

flx,z,%,...;t) = 0.

Por otro lado, se denomina orden de la ecuacién al grado de la derivada mayor que aparece en ésta.
Asi, (6.13) es una ecuacién diferencial de segundo orden.
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X(1)

+A

~A

Figura 6.2: Gréfica de x(t) para el caso en que ¢ pertenece al segundo cuadrante.

X(t)

FAe

Figura 6.3: Grafica de #(t) para el caso en que ¢ pertenece al segundo cuadrante.
Como se puede observar, para aquellos instantes en los que x alcanza los valores +A
y —A la velocidad se anula. De la misma forma, cuando z = 0 la velocidad alcanza
los valores Aw o —Aw.

Finalmente, la aceleracion, como es proporcional y opuesta a x, se anula y alcanza
sus valores maximos y minimos en los mismos instantes que z, aunque con distinto
signo por la diferencia de fase de 7 radianes. En la figura (6.4) hemos representado

a.(t).

Antes de pasar al punto siguiente consideraremos brevemente qué expre-
siones adoptan la posicion, velocidad y aceleracién del M.A.S. cuando el movimiento
no es alrededor del origen, sino alrededor de un punto x = xy. También obtendre-
mos la expresion de la ecuacion diferencial del M.A.S. en este caso. Si tomamos un
eje O’ X’ con origen en O' = x, el movimiento respecto a O’ X" estd descrito por la
ecuacion 2'(t) = Acos(wt + ¢). Vemos facilmente que las posiciones respecto a OX
y a O’ X’ estan relacionadas a partir de



6.4. DINAMICA DEL M.A.S. LIBRE 75

Figura 6.4: Gréfica de Z(t) para el caso en que ¢ pertenece al segundo cuadrante.

z(t) = xo + 2'(t) = xg + Acos(wt + ¢). (6.14)

Por otro lado, como xy es una constante, la velocidad y la aceleracién estaran da-
das por las ecuaciones (6.9) y (6.11) respectivamente. Sin embargo, la ecuacién
diferencial del M.A.S. en este caso serd

& 4wt = wio. (6.15)

6.4 Dinamica del M.A.S. libre

Hasta ahora nos hemos dedicado a los aspectos matematicos del M.A.S., sin ver
ninguna aplicacién concreta dentro de la Fisica. En este apartado vamos a comenzar
a estudiar el M.A.S. en el campo de la Dindmica Clésica, y para ello partiremos del
siguiente problema: consideremos una particula de masa m que se mueve en el eje
OX, sin rozamiento, debido a la acciéon de un muelle ideal de longitud natural nula
y constante elastica k, el cual tiene un extremo fijo en el origen de coordenadas, y
el otro esta en contacto con la particula. En el instante inicial, ¢ = 0, la particula se
encuentra en la posicién z(0), y tiene una velocidad #(0). Ante la pregunta, ;cémo
se mueve la particula? es decir, jcudl es la relacién entre la posicion y el tiempo,
x = x(t)?, la respuesta pasa obviamente por aplicar la segunda ley de Newton:

= k

F=md — —kat=mi7v — i+ —x=0, (6.16)
m

donde hemos tenido en cuenta que la fuerza que actiia sobre la particula viene dada

por la ley de Hooke:

—

F, = —ka. (6.17)

Esta fuerza se denomina eldstica o recuperadora. En el sistema internacional k se
expresa en N/m.
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Como en un M.A.S. alrededor del origen la aceleracién y la posicion verifican la
relacién (ver(6.13))

i+ wiz =0,

deducimos, comparando esta ecuacién con (6.16), que la particula oscila arménicamente
alrededor del origen con una frecuencia angular

| k
W = -, (618)
m
es decir, la solucién de (6.16) es

x(t) = Acos(\/gt + ). (6.19)

Por tanto, el movimiento unidimensional de una particula que esta sometida a
una fuerza proporcional al desplazamiento y opuesta al mismo, es un M.A.S. De
esta forma, |ﬁ | es méxima cuando la particula estd en los extremos de oscilacién, y
nula cuando se encuentra en el origen.

Notese que la frecuencia de las oscilaciones depende de la naturaleza del sistema
oscilante, representada por la constante elastica del muelle y la masa de la particula.
A wy se la denomina frecuencia propia o frecuencia natural.

Por otro lado, la ecuacién (6.16) por si misma no nos dice cudnto valen Ay ¢
(0 C1 y Cy en el caso de que el M.A.S. esté expresado a partir de (6.5)). Dicho
de otro modo, la solucién general de (6.16) viene dada por (6.19), donde A y ¢
pueden tomar cualquier valor; es decir, hay infinitas funciones, todos los M.A.S. de
frecuencia angular wy alrededor de = = 0, que son solucién de (6.16). Sin embargo,
el movimiento es tnico, es decir, la amplitud y la fase toman un valor concreto.
Estas cantidades se pueden calcular a partir de las condiciones iniciales, x(0) y @(0),
resolviendo el sistema de ecuaciones

z(0) = Acosp ; #(0) = —Awseng, (6.20)

Por ejemplo, la dependencia de x con ¢ no serd la misma si inicialmente la
particula se encuentra en reposo con una elongacién dada, que si se encuentra en
reposo en el origen. En el primer caso la particula se mueve con una amplitud igual
a la elongacién inicial, y en el segundo queda en reposo indefinidamente (nétese que
x = 0 también es una solucién de (6.13)). Por ello, el punto respecto al cual oscila
la particula se denomina, en dinamica, posicion de equilibrio.

Consideremos ahora que, aparte de la fuerza eldstica, sobre la particula actiua
una fuerza constante f = f1. Tal es el caso, por ejemplo, de una masa colgada
verticalmente de un muelle que tiene el otro extremo fijo, y que estd sometida por
tanto a la acciéon conjunta del muelle y del peso, que es una fuerza constante. A
continuaciéon vamos a demostrar que el movimiento es un M.A.S. alrededor de la
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posicion de equilibrio estatico, definida como aquella posicién en la que la suma de
la fuerza elastica y la fuerza constante se anula, es decir:

Bt f=0 — —hagt fi=0 —ny="1 (6.21)

Aplicando la segunda ley de Newton, tenemos:

2 ko k
Fomi — kit fi=—mit — s4 - g="1
m mk

(6.22)

Comparando (6.22) con (6.15) deducimos que el movimiento es un M.A.S. de

frecuencia angular \/k/m, alrededor de zy = z.,.

Figura 6.5: Diagrama de fuerzas para una particula sometida a la accién del peso y
de un muelle ideal.

6.4.1 Energia potencial

En este apartado vamos a estudiar el M.A.S. desde un punto de vista energético,
para lo cual aplicaremos el teorema de la energia cinética:

E,, — Eo, = Wia(F), (6.23)

donde E. es la energia cinética de la particula, y 1 y 2 hacen referencia a dos
posiciones determinadas. El trabajo elemental realizado por F' = —kz7'+ fi’ cuando
la particula pasa de x a x + dx es:

SW = F - di = —kat- dai'+ f7 dai’ = —kadx + fd

1 1 2 1
=—d <§kz(a:2 - 2£x)> =—d <§k:(a:2 - 2%3: + %)) =—d <§k(az — a:eq)2> ,
(6.24)
donde hemos tenido en cuenta que z., = f/k. En la peniltima igualdad de (6.24)
hemos sumado f2?/k?, que es constante y por tanto su diferencial es nula. Ello nos
ha permitido completar el cuadrado de x — .
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Nétese que W es igual a la diferencial de una funcién que depende de la posicién,
es decir, F' es conservativa, siendo la energia potencial

1
Ep = §/<:(a; — Zeg)?, (6.25)

donde hemos tomado el cero de energia potencial en x = x.,. Teniendo en cuenta
esto 1ltimo en (6.23), se tiene:

lmﬁ + lk(xl — Teg)? = 1mx% + 1/’{:(xg —24)° = E, (6.26)
2 2 2 2

donde F es la energia mecanica, la cual permanece constante. Por tanto, durante
el movimiento hay un continuo trasvase de energia cinética a energia potencial, y
viceversa, de forma que la suma de ambas permanece constante. Teniendo en cuenta
que para z = 2., £ A la velocidad es nula, se tiene que E = (1/2)kA?; por tanto, la
energia mecanica es proporcional al cuadrado de la amplitud de oscilacion.

En la figura (6.6) se muestra la energia potencial de una particula sometida
exclusivamente a la fuerza elastica. La energia mecanica es constante y también se
muestra en la figura. A partir de la curva de energia potencial se puede analizar
cualitativamente el movimiento:

e En primer lugar vemos que la particula no se puede encontrar fuera del inter-
valo [—A, A], dado que en dicha situacién la energfa cinética serfa negativa, lo
cual es imposible.

e Como la fuerza es igual a menos el gradiente de la energia potencial, tendra
sentido negativo (positivo) para valores de x positivos (negativos), dado que
en esta situacién la pendiente a la curva de energia potencial es positiva (ne-
gativa). En z = 0 la fuerza es nula pues hay un minimo de energia potencial.
Esta es la posicion de equilibrio.

e Supongase por ejemplo que la particula se encuentra inicialmente en la posicién
(2, con una velocidad dirigida hacia el sentido positivo del eje OX. Las energias
cinética y potencial de la particula se muestran también en dicha situacién. La
particula, en su movimiento, va incrementando su energia potencial y pierde
energia cinética hasta que, cuando llega al extremo de la oscilacion, toda la
energia es potencial y la particula se encuentra en reposo. En esa posicién,
la fuerza que actia sobre la particula tiene sentido negativo por lo que la
particula se acelerara hacia dicho sentido, ganando celeridad y perdiendo e-
nergia potencial. Al pasar por la posiciéon de equilibrio toda la energia es
cinética y la potencial es nula.
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' E (x)=(kx')/2

| E=(m%)/2+(kx)/2

h”l“
o)
<lw
+
>
>

Figura 6.6: Energia potencial y energia mecanica de una particula sometida a la
accion de una fuerza elastica.

6.5 El oscilador libre amortiguado

En el apartado anterior hemos estudiado la dinamica del oscilador arménico libre,
donde la energia mecanica permanece constante, de forma que el oscilador nunca se
detiene definitivamente. No obstante, esta situacion es ideal, pues es bien sabido
que la amplitud de las oscilaciones de un sistema real decrece con el tiempo hasta
que el cuerpo deja de oscilar; las oscilaciones se amortiguan debido a la interaccion
del oscilador con el medio en que se mueve. Por ejemplo, si dejamos a un péndulo
oscilar libremente a partir de unas ciertas condiciones iniciales, al cabo de un cierto
tiempo la amplitud de sus oscilaciones serd tan pequena que no seremos capaces
de observarlas a simple vista, si es que no se ha detenido completamente; y ello es
debido al rozamiento del péndulo con el aire y con el eje de giro.

Para el estudio del oscilador en un medio que se opone al movimiento hemos de
implementar mateméaticamente dicho efecto con un término adicional en la segunda
ley de Newton. Si bien el tratamiento del rozamiento ocasionado por el medio es
bastante complicado, en muchas situaciones se puede considerar que la resistencia
al movimiento es proporcional y opuesta a la velocidad del cuerpo. De esta forma,
modelamos el rozamiento anadiendo al oscilador la siguiente fuerza

R=—ct, (6.27)

siendo ¢ una constante que depende del medio y de la forma del cuerpo.

Consideremos pues el movimiento de una particula de masa m en el eje OX
sometida a la fuerza eldstica F, = —kxi, y a una fuerza R = —ci7, de forma que la
resultante viene dada por

F.+ R = (—kx — ci)7. (6.28)

Aplicando la segunda ley de Newton tenemos:

mi = —kx — ci. (6.29)
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Dividiendo por m, teniendo en cuenta que wy = \/k/m, y definiendo la constante de
amortiguamiento vy = c¢/m, se tiene

&+ i+ wir =0, (6.30)

ecuacién diferencial que se diferencia de la ecuacién del M.A.S. en la aparicion
del término yx. El tipo de movimiento en presencia de rozamiento depende de los
valores que tengan wy y . Dado que no existe atin la base matematica suficiente para
abordar la resolucién de (6.30), nos limitaremos a hacer una descripcién cualitativa
de las diferentes situaciones que se presentan, y mas adelante estudiaremos con mas
profundidad la solucién de (6.30) en uno de los casos.

o Amortiguamiento supercritico
Se produce cuando v > 2wy. Este caso se caracteriza porque la particula
regresa a la posicién de equilibrio sin oscilar. El movimiento se denomina
sobreamortiguado.

o Amortiguamiento critico
Se da cuando v = 2wy. Este caso es, cualitativamente, analogo al anterior. La
particula no oscila antes de pararse.

o Amortiguamiento subcritico

En esta situacién
v < 2wy, (6.31)

y la particula realiza oscilaciones antes de pararse. El movimiento se denomina
subamortiguado y (6.31) se denomina condicion de oscilacion. Este caso es el
que vamos a tratar con un poco mas de profundidad.

x(t)

Figura 6.7: Movimiento de una particula en el caso v > 2wy.
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6.5.1 Movimiento subamortiguado
En este caso, la solucién de (6.30) es®:
2(t) = Ae 3 cos(wet + ¢) = e 3H(Ccoswyt + Cosenw,t), (6.32)

siendo A y ¢ (C7 y Cs) dos constantes arbitrarias que dependen de las condiciones
iniciales del movimiento, y

2
N B R AR
W Wo — o = @y /1 (2w0) : (6.33)

una frecuencia inferior a la de las oscilaciones libres. En el caso de que v << wy, w, &
wo. Al cociente entre wy y v se le denomina factor de calidad, y lo representaremos
por @), es decir:

Wo
=—. (6.34)
Y
Noétese que z(t) es el producto de dos funciones:
e la exponencial decreciente,
A(t) = Ae 3, (6.35)
cuyo decaimiento en el tiempo es tanto mayor cuanto més grande sea el valor

de 7.

e Y cos(wyt+ @), que representa un M.A.S. de frecuencia angular w, < wy. Esta
es la frecuencia propia de las oscilaciones libres amortiguadas.

Es decir, en el caso subamortiguado la particula realiza oscilaciones. Notese
que el movimiento no es periédico dado que no se verifica z(t) = x(t + T,), siendo
T, = 2m/w,. No obstante, la particula pasa periédicamente por el origen con el
mismo sentido para la velocidad, siendo T}, el periodo correspondiente. Este tiempo
es mayor que el periodo de las oscilaciones sin amortiguamiento. Transcurrido un
cierto tiempo (mateméticamente para t — oo) la particula se detiene debido a la
accién del rozamiento?.

3Si bien no vamos a abordar la resolucién de esta ecuacién, puede comprobarse, sustituyendo
(6.32) en (6.30), que se verifica dicha relacién entre x y sus derivadas.

4Nétese que, segtin (6.32), la particula no se detiene nunca. En la practica, un oscilador real
se detiene transcurrido un tiempo finito, porque A(t) es tan pequeila que ya no somos capaces
de observar a simple vista las oscilaciones. Ademds, cuando A(t) es pequena, la sustitucién de
(6.32) (y su derivada respecto al tiempo) en (6.28) nos dice que la fuerza resultante es pequena, lo
que implica que la probabilidad de que nuestro modelo matemaético (el oscilador amortiguado) no
reproduzca bien a nuestro sistema fisico real, aumenta. Esto es asi porque al modelar la realidad
despreciamos ciertas influencias, por ser pequenias; pero cuando las influencias principales se hacen
pequenas, aquéllas ya no son despreciables frente a éstas.

Este tipo de fenémenos (la fiabilidad/precisién de nuestros modelos decae cuando las variables
bésicas se hacen pequetias) trasciende al oscilador arménico y a otras muchas cosas, y deberia
resaltarse en la preparacion de los ingenieros.
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Figura 6.8: Movimiento subamortiguado. Se ha representado el caso en que ¢ = 0,
de manera que x(0) = A.
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La relacién entre A(t) y A(t +T,) es

Al _ ez’la, (6.36)
At +T,)
y no depende del instante ¢ que se considere. Esto nos permite medir experimen-
talmente de una forma muy comoda el amortiguamiento, mediante el denominado
decremento logaritmico, que consiste en el logaritmo neperiano de la cantidad ante-
rior, y se representa por la letra A. De esta forma,

A __ap_om_ ™ (6.37)

At +1T,) 2 Wa o /1 — %

Para analizar si la particula oscila mucho o poco antes de detenerse, definiremos
un tiempo de amortiguamiento, como aquel que tiene que transcurrir antes de que
A(t) decaiga a 1/e veces de su valor inicial. Es facil comprobar que este tiempo, al
que llamaremos 7, es igual a 2/, es decir:

A=In

Si el cociente 7/T, es grande, la particula oscilard muchas veces antes de dete-
nerse; si por el contrario, es pequeno, la particula oscilara poco antes de pararse. Se
puede ver facilmente que este cociente es igual al inverso del decremento logaritmico:

T W
T, 7 Ty T 402

Noétese que el decremento logaritmico, y por tanto 7/T,, dependen tinicamente
del valor que tome el factor de calidad. Si @@ >> 1, entonces 7/T, >> 1, y la
particula oscilard muchas veces antes de pararse. En esta situacion A(t) y A(t+1T,)
son parecidos, y A(t) recibe el nombre de amplitud del movimiento subamortiguado,
por la analogia con el M.A.S. donde la amplitud es constante.

6.6 El oscilador forzado

Un problema de gran importancia en el estudio de las vibraciones es el de un osci-
lador sometido, aparte de la fuerza elastica y el rozamiento, a una fuerza peridédica
externa. Por ejemplo, si acoplamos un diapasén a una caja resonante, sus vibra-
ciones fuerzan al aire dentro de la caja, y a sus paredes, a oscilar. Otro ejemplo,
dentro del Electromagnetismo, se produce cuando las ondas electromagnéticas lle-
gan a un receptor de radio o televisién y actian sobre sus circuitos, produciendo
oscilaciones eléctricas forzadas. La importancia de las oscilaciones forzadas se basa
en que la respuesta de cualquier sistema fisico a la accién externa es funcién de la
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frecuencia con la que el sistema es perturbado. El sistema acaba siempre oscilando
a la frecuencia externa, pero con una amplitud que es funciéon de dicha frecuencia.
Por otro lado, cuando la frecuencia externa adopta cierto valor, que depende de las
caracteristicas del oscilador, se produce un fenémeno, denominado resonancia, que
se caracteriza porque la amplitud de oscilacion se hace maxima (en los osciladores
cuyo amortiguamiento es muy pequeno la frecuencia de resonancia casi coincide con
la, frecuencia propia del oscilador). Por ejemplo, un receptor de radio se sintoniza
variando la frecuencia de resonancia de sus circuitos, hasta que dicha frecuencia se
corresponde con la de las seniales que recibe. En un sistema mecanico pueden produ-
cirse vibraciones cuya amplitud puede llegar a ser perjudicial, si dicho sistema entra
en resonancia debido al acoplamiento con algiin agente externo; un ejemplo lo tene-
mos en el derrumbamiento del puente de Tacoma en 1940, debido al acoplamiento
resonante entre el puente y el viento.

Para estudiar las oscilaciones forzadas en el ambito de la Mecanica supondre-
mos una particula de masa m, que ademds de estar sometida a una fuerza elastica
ﬁe = —kua7, se ve sometida a una fuerza periédica que por simplicidad supondremos
armonica, es decir®

F = FycoswtT, (6.39)

donde Fj es la amplitud de dicha fuerza (el valor maximo que tiene), y w la frecuencia
angular a la que oscila. Esta fuerza se suele denominar fuerza excitadora.

La frecuencia w puede tomar en principio cualquier valor, siendo en general
diferente de wy. La ecuacién de movimiento se obtiene aplicando la segunda ley de
Newton:

E
mi = —kx + Fycoswt — 7 + wiz = —coswt. (6.40)
m

Esta ecuacion se diferencia de la del M.A.S. en la presencia del término oscilante
de frecuencia angular w, y su resolucién tiene mayor complejidad matematica. No
obstante, y con el objeto de resaltar los aspectos fundamentales del oscilador forzado,
nos guiaremos por nuestra intuiciéon para buscar una solucién particular de esta
ecuacién. Hemos de buscar una funcién x(t) tal que, al sustituirla junto a su derivada
en (6.40), se verifique dicha relacién. Seguin vimos anteriormente al estudiar el
M.A.S., la velocidad y aceleracion de un M.A.S. son también movimientos arménicos
simples de la misma frecuencia. Ensayaremos pues como solucién un M.A.S. a la
frecuencia de la fuerza excitadora:

zs(t) = Ccoswt, (6.41)
donde el subindice f se refiere a forzado. Sustituyendo (6.41) en (6.40) y realizando
algunas operaciones sencillas, se llega a la relacion:

EF E
C(wd — w?)coswt = —coswt — C = 2702.
m m(wi — w?)

®No vamos a considerar por ahora la presencia de rozamiento, porque esto complica demasiado
las matematicas. Una vez hallamos analizado el oscilador forzado sin rozamiento describiremos
cualitativamente lo que ocurre en presencia de rozamiento.
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Figura 6.9: Representacién de A(w) para el oscilador forzado sin amortiguamiento.

Sustituyendo en (6.41) obtenemos finalmente

Fy

(ot — WQ)COSU)t. (6.42)

zy(t) =
Como se puede observar, la solucion forzada se caracteriza porque la amplitud de
depende de los dos parametros, Fy v w, que caracterizan la fuerza excitadora:

Fy

m|wg

Alw) = |C] = , (6.43)

— w?|
donde hemos puesto el valor absoluto dado que w puede ser mayor o menor que wy.

En la figura 6.9 hemos representado A(w). La dependencia con Fy es lineal, es
decir, A(w) crece proporcionalmente con Fy. Sin embargo, la dependencia con w no
es lineal. Nétese que cuando w es muy inferior a wy la amplitud de las oscilaciones
tiende a Fy/mw?, y cuando w es mucho mayor que wy, A(w) tiende a cero. Por
el contrario, cuando w se acerca a wy la amplitud de las oscilaciones se hace cada
vez mas grande hasta que en el limite w — wy esta cantidad tiende a infinito. A
este fendmeno se le conoce con el nombre de resonancia, y se produce en muchas
situaciones de naturaleza fisica diferente. En realidad no existen osciladores forzados
en la naturaleza cuya amplitud tienda a infinito en la resonancia, debido, por un
lado, al hecho de que siempre existe amortiguamiento en los osciladores reales, y
por otro lado, a que cuando las amplitudes de oscilacién se hacen muy grandes se
incrementa la probabilidad de que nuestro modelo matematico no reproduzca bien
la realidad. Por ejemplo, los resortes mecanicos dejan de comportarse linealmente
para grandes amplitudes.

Por otro lado, nétese a partir de (6.42) que cuando wy > w, = estd en faseS con
la fuerza externa, dado que el término que multiplica al coseno es positivo, mientras
que para w > wy, T estd en oposicién de fase” con la fuerza.

Es decir, las fases (los argumentos de los cosenos) de z¢(t) y de F(t) = Fycoswt son iguales.
"Es decir, las fases de zf(t) y de F(t) difieren en .
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Antes de terminar vamos a hacer una parada para preguntarnos algo que tal
vez mas de uno ya se haya formulado: ;dénde aparecen las condiciones iniciales en
las oscilaciones forzadas que hemos estudiado? Puede resultar extrano que ni la
amplitud ni la fase del movimiento forzado dependan de las condiciones iniciales,
pues nuestra intuiciéon nos dice que el movimiento debe depender de alguna manera
de cémo se inici6 éste, es decir, de la posicion y la velocidad que tenia la particula
en una situacién inicial. Es cierto que el movimiento depende de las condiciones
iniciales; lo que ocurre es que la solucién general de la ecuacién (6.40) no es tan sélo
(6.41). Supongamos que sumamos a (6.41) una solucién de la ecuacién i + wiz = 0,
la cual es de la forma z; = Ajcos(wot + ¢;), donde el subindice “1” se refiere a libre.
Se puede comprobar facilmente que la suma de ambas funciones verifica (6.40), de
manera que la solucién general® se puede expresar de la forma

x=x + xy = Ajcos(wot + ¢y) + coswt. (6.44)

Fo
m(wg — w?)

La informacién sobre las condiciones iniciales se encuentra incluida en A; y ¢;.

6.6.1 El oscilador forzado amortiguado

Finalmente consideraremos el caso en que existe rozamiento con el medio, de forma
que a la fuerza externa armoénica y a la fuerza elastica hay que anadirles el término
de rozamiento —cx. Tenemos:

mi = —kx — ci + Fycoswt — & +yi +wir = %coswt. (6.45)
La resolucion de esta ecuacién tiene una dificultad mucho mayor que la del caso
tratado anteriormente, aunque las ideas esbozadas en dicha situacion nos permitiran
comprender sin dificultad este caso. Al igual que en el caso no amortiguado, la
solucién general se expresa como la suma de la solucién general de la ecuacion
I+ % + wir = 0, que llamaramos X7(¢), y una solucién de la ecuacién completa
(6.45), que llamaremos Xpg(t). Xr es la solucién al movimiento libre amortiguado
(ver (6.32)), y tiende a cero cuando t se hace lo suficientemente grande; por ello
se denomina término transitorio (de ahi el subindice “T”). Por otro lado, Xg es
una funcién armoénica con la misma frecuencia de la fuerza excitadora, y con una
amplitud y una fase que dependen de dicha frecuencia. A este término se le denomina
estacionario porque perdura indefinidamente en el tiempo (de ahi el subindice “E”).
Se puede demostrar que la solucién estacionaria estéd dada por:

8En la Teorfa de las Ecuaciones Diferenciales, la solucién general de una ecuacién diferencial
es una funcién que “contiene” a TODAS las soluciones de la ecuacién. Esta funcién depende de
parametros constantes, que pueden tomar valores arbitrarios. Precisamente, la manera de obtener
las distintas soluciones de la ecuacion diferencial consiste en ir dando distintos valores a estos
pardmetros en la solucién general. Se puede demostrar que (6.44) es la solucién general de (6.40).
En este caso, los pardametros son A; y ¢;.
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Xg(t) = A(w)cos|wt + ¢p(w)], (6.46)
donde A(w) y ¢ son®:
Fo/m
Aw) = . (6.47)
N
¢ = arctg (%) ;. seng < 0 (6.48)

En la figura 6.10 hemos representado A(w) para diferentes valores del amorti-
guamiento. Al igual que en el apartado anterior existe un valor de la frecuencia
externa, w, = \/wd —+2/2 (ver problemas), para el que la amplitud de oscilacién es
maxima, aunque en dicha situacién de resonancia la amplitud de las oscilaciones ya
no es infinita. Cuanto menor es v més estrecha es la curva de resonancia, mayor es
la amplitud en la resonancia, y mds cercana es w, a la frecuencia propia (wg) del
oscilador.

‘ A(®)

Figura 6.10: Curvas de resonancia.

La expresion general de x(t) es:

2(t) = Xp(t) + Xp(t) = e 21 (Chcoswat + Cosenwgt) + A(w)coslwt + (w)], (6.49)

donde las constantes C y C5 se obtienen a partir de las condiciones iniciales. Notese
que hay una etapa inicial del movimiento en la que el término transitorio es impor-
tante. Esta etapa se denomina régimen transitorio. Debido al decaimiento expo-
nencial de X se llega a una situacion en la que este término es despreciable frente
al término estacionario, de forma que

z(t) = A(w)cos|wt + p(w)]. (6.50)

9Ejercicio: compruébese que cuando v — 0 se recupera la solucién para el caso no amortiguado.
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Esta parte del movimiento se denomina régimen permanente, y perdura indefinida-
mente en el tiempo. Nétese que, sean cuales sean las condiciones iniciales, al final
siempre se llega a una situacién dada por (6.50), la cual es independiente de cémo
comenzoé el movimiento.

“Xr(t)
/\ /\-YK-/\_— AN = R — -t

x(t)=x,(t)*+x.(t) (Linea continua)

AN A
W

Figura 6.11: Se muestra el comportamiento de z(t), suma de la solucién amortiguada
xp(t), y del término estacionario zg(t). Nétese que al cabo de un cierto tiempo la
contribucién del término transitorio es despreciable, y x(t) ~ xg(t), alcanzéndose el
régimen permanente.
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6.7 Problemas

1.

Una particula oscila armoénicamente con una frecuencia de 100 Hz y una am-
plitud de 3mm. Se pide:

(a) Calcular el médulo de la velocidad y la aceleracién en el medio y los
extremos de su trayectoria.
(b) Escribir la expresion de la elongacién como funcion del tiempo. Tdémese

la fase inicial igual a cero.

Respuesta: (a)En el punto medio a = 0, v = 1.88m/s; en los extremos
a=11.8 x 10°m/s? v =10; (b)x = 3 x 1073cos(2007t) (m).

Encontrar, para el movimiento armonico simple alrededor del origen, los va-
lores medios ' de « y 2 dentro de un periodo del movimiento.

Ayuda: utilicese la relacién cos?a = (1 + cos2a)/2.

Respuesta: (z) = 0; (x?) = A?/2.

Un punto oscila a lo largo del eje OX segin la ley x = Acos(wt — 7/4). Se
pide:
(a) Representar graficamente x(t), v, (t) v a,(t).

(b) Obtener v,(x) y a,(x) y representarlas gréficamente.
Respuesta: (b) (vy/Aw)? + (z/A)?* =1, a, = —w?x.

Una particula oscila arménicamente en el eje OX alrededor de z., = 2cm,
siendo la amplitud del movimiento A = 3c¢m. Sabiendo que en ¢t = 0 su
posicién y velocidad son xy = 3.5¢cm y 9 = —2.5 cm/s, calcular:

(a) Ley del movimiento.

(b) {Qué relacion hay entre & y x?

(c) Sea 2’ = & — x4 {Qué relacién hay entre &' y 2’7
Respuesta: (a)x = 2 + 3cos[(5v/3/9)t + 7 /3] (cm).

Un punto P se mueve a lo largo del eje OX segtin la ley x = Asen?(wt — 7/4).
Se pide:

0Dada una funcién y = f(x), el valor medio de f(z) entre dos puntos x = x1 y @ = 2, se define

por

_ f;f f(z)dx .

T2 — I1

{f(2))
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(a) Punto respecto al cual oscila P, asi como la amplitud y periodo del mo-
vimiento.

(b) Representar graficamente x(t).

(c) Obtener v,(x) y representarla graficamente.

Ayuda: utilicese la relacién sen?a = (1 — cos2a) /2.
Respuesta: (a) A/2, A/2, /w; (¢)v? = 4w’z (A — ).

T

Una particula realiza un M.A.S. alrededor del origen, © = Acos(wt + ¢). Sa-
biendo que ent = 0, (0) = zg y ©(0) = v, obtener la amplitud del movimiento
y la fase inicial en funcion de zy y vp.

Respuesta: A = /23 + 12 /w?; ¢ = tg™ (2 /wrp).

Mismo problema anterior, pero en este caso el M.A.S. lo expresamos como
x = Cjcoswt + Chysenwt. Obtener C y Cy a partir de las condiciones iniciales.

Respuesta: Cy = xg; Cy = &g /w.

Una particula oscila armoénicamente en el eje OX alrededor del origen. La
frecuencia de las oscilaciones es 4s7!. Sabiendo que en cierto instante la
posicién y velocidad de la particula son 25c¢m y 100 cm/s respectivamente,

hallar la posicién y la velocidad 2.40 segundos después.

Respuesta: x = —22.6 cm, v, = 288 cm/s.

Un punto oscila a lo largo del eje OX segun la ley © = Asenwt. Calcular la
velocidad media y la celeridad media entre t = 0y ¢ = 37'/8, siendo T' = 27 /w.

Respuesta: (v,) = 2v/2Aw/3m; (v) = 2Aw(4 — /2)/37.

Una particula se mueve en el eje OX de forma que su velocidad es & =
35cosmt em/s, donde t viene dado en segundos. Sabiendo que en ¢t = 0 la
particula se encuentra en x = 0, calcular:

(a) «(t)

(b) Espacio recorrido en los primeros 2.80 s de movimiento.
Respuesta: (a)x = (35/m)senrt; (b)s = 0.6 m.

Con el objeto de medir la velocidad de una bala se dispone del siguiente mon-
taje: un bloque de masa M = 5kg que se encuentra unido a un muelle ideal
de constante eldstica k = 200 N/m, sin existir rozamiento con el suelo. La ba-
la (de masa m = 20 g) se dispara horizontalmente sobre el bloque, quedando
incrustada en éste. Sabiendo que el sistema realiza oscilaciones armonicas de
amplitud A = 0.2m, ;qué velocidad llevaba la bala antes de la colisién?

Respuesta: 317m/s
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Una particula se coloca en reposo a una altura h sobre uno de los planos
inclinados de semidngulo « y se deja en libertad desde el reposo (ver figura).
Sabiendo que no existe rozamiento, se pide:

(a) Demostrar que el movimiento de la particula es periddico, y determinar
el valor del periodo.

(b) ¢Es arménico simple?

Respuesta: (a)T = (4/sena)y/2h/g.

Obtener para el movimiento oscilatorio amortiguado z(t) = Ae™2cos(w,t +
®), la relacién entre A y ¢ con las condiciones iniciales xy y .

Se pide lo mismo que en el problema anterior, para el caso en que x(t) se
exprese de la forma

2(t) = e 2 (Chcoswat + Cosenw,t),

es decir, obtener C y Cy a partir de xg y Zp.

Respuesta: Cy = xo; Cy = (o + Y20/2) /Wa.

Un cuerpo suspendido verticalmente de un resorte oscila, en ausencia de resis-
tencia, con un periodo 7' = 0.2 s, y en presencia de ella proporcionalmente
a la primera potencia de la velocidad, con un periodo T, = 0.257 s. Hallar la
ley de las oscilaciones amortiguadas del cuerpo x(t), si en el momento inicial
el resorte se encontraba estirado, a partir de su posicion inicial de equilibrio
estdtico .4, a 19 = 0.06 m, y en reposo.

Respuesta: & — xoqy = 0.075e~% cos (8t — 0.643) m.
Sea una masa puntual unida mediante un hilo ideal de longitud [ a un punto

fijo O, la cual oscila en torno a su posicion de equilibrio sometida a la acciéon
del campo gravitatorio (péndulo simple). Se pide:

(a) Suponiendo que durante el movimiento la desviacién 6 de la posicién de
equilibrio es muy pequena, de forma que se pueda realizar la aproximacion
senf ~ 0, demostrar que el movimiento es armoénico simple.

(b) ¢Cuél es la frecuencia angular del movimiento?

Respuesta: b) w = 4/g/l.
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Demostrar que en el movimiento oscilatorio amortiguado el ritmo de variacion

de la energfa mecdnica es dE/dt = —ci?.

Ayuda: aplicar el teorema de la energia.
Calcular el factor de calidad de un oscilador en el que la amplitud del des-

plazamiento disminuye 7 veces cada n periodos de oscilaciones. Aplicarlo al
caso n =2, n = 110.

Respuesta: Q = (1/2)\/1 + 4n272 /In*n; Q ~ 500.

Un punto realiza oscilaciones amortiguadas con una frecuencia angular w, =
25rad/s. Obtener la constante de amortiguamiento 7, sabiendo que en el ins-
tante inicial, ¢ = 0, la velocidad es nula y el desplazamiento a partir de la
posicién de equilibrio es 7 = 1.020 veces menor que A(t = 0).

Respuesta: v = 2wy/n? — 1 =10s71.

Sea E,,(ty) la energia mecanica de un oscilador amortiguado en un instante
dado ty. Demostrar que la energia mecanica después de n oscilaciones es

Em<t0 + nTa) = Em<t0)e_’ynTa,
donde T}, es el periodo de las oscilaciones.

Se cuelga una masa de un muelle ideal en presencia del campo gravitatorio
terrestre (g = 9.8 ms™2) y se observa que el muelle sufre una elongacién dy =
10 em. A continuacién se coloca la masa sobre una superficie horizontal rugosa
(el rozamiento es viscoso), dejando al sistema oscilar libremente. Si después
de n = 10 oscilaciones la energia potencial elastica se ha reducido a n = 0.5
veces de su valor inicial, se pide:

(a) Frecuencia natural (correspondiente a las oscilaciones libres sin rozamien-
to).
(b) Constante de amortiguamiento.

(¢) ;Cudnto tendria que aumentar como minimo el coeficiente de rozamiento
de la superficie para que el mismo sistema no realizase oscilaciones?

Respuesta: a)9.9rads™'; b) 0.11s71; ¢) 180 veces

Sea x = Ae™"/%cos(w,t + ¢) la ley del movimiento de un oscilador amortigua-
do. Demostrar que la dependencia con el tiempo de la energia mecanica del
oscilador es, en el caso ) >> 1:

1
En(t) = imAnge_w.
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24.
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Calcular el factor de calidad de un péndulo simple de longitud [ = 50 ¢m si en
el transcurso de tiempo 5.2 min, su energia mecéanica total disminuye 4.0 x 10*
veces. Considérense oscilaciones pequenas (ver problema 16.).

Ayuda: supongase wy >> v y compruébese posteriormente dicha hipdtesis.
Respuesta: () = 1.3 x 10°.

Una particula de masa 800 gr cuelga en equilibrio de un muelle vertical de cons-
tante 4 N/m y longitud natural nula. La particula se desplaza verticalmente
hacia abajo una distancia de 5 cm y se deja oscilar libremente. Suponiendo que
el medio no ofrece ninguna resistencia, obtener la ley del movimiento. Nota:

témese g = 10m s~2.

Respuesta: z(t) = xo, + 0.05c08v/5t (m), siendo ., = 2m.
En el caso del problema anterior, suponiendo que el medio ofrece una resis-

tencia proporcional a la primera potencia de la velocidad, R = —cv, siendo
c=02Kgs™ 1, se pide:

Ecuacién de movimiento.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Ley del movimiento.

. Qué tipo de movimiento amortiguado realiza la particula?

Frecuencia angular y factor de calidad.

Respuesta: (d) z(t) = 2 4+ exp[—0.125¢](0.05c0sv/4.984¢ + 0.0028sen+/4.984¢).

Suponiendo que sobre la particula del problema anterior actuase, ademas, una
fuerza excitadora F'(t) = 15cos2t 7N, se pide:

(a) Amplitud del movimiento en el estado estacionario.

(b) Ley del movimiento en el estado estacionario.

(c) Si las condiciones iniciales fuesen diferentes, jcambiaria el resultado an-
terior?, jpor qué?

(d) ;Cuél es el valor de la frecuencia de resonancia? ;Y el de la amplitud
maxima?

Respuesta: (a) A = 16.8m; (b) Xg(t) = 2 4 16.8cos(2t — 0.464) (m); (d) w, =
2.23rad s, Apes = 33.6m.

Un oscilador arménico sin rozamiento, con masa m y frecuencia natural wy
puede oscilar en el eje OX de unos ejes coordenados fijos. En el instante
inicial (¢t = 0) se encuentra en reposo en el origen de coordenadas y se le aplica

una fuerza F' = Fycoswt 7. Calcular:

(a) La posicién del oscilador en funcién del tiempo z(t).
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(b) La expresion limite de x(t) cuando w tiende a wy (siendo w < wp). Re-
presentar graficamente en este caso x(t).

Respuesta: (a) z(t) = [Fo/m(wd — w?)](coswt — cosw,t).

Un oscilador armoénico sin rozamiento, con masa m = 0.8kg y frecuencia
natural wy = 3rad/s, puede oscilar en el eje OX de unos ejes coordenados fijos,
alrededor del origen O. Si se somete a oscilaciones forzadas con una fuerza
F, = 8cos2t N, y sabiendo que en el instante inicial (f = 0s) se encuentra en
x(0) = 2m, dirigiéndose hacia el origen con una velocidad de médulo 1m/s,
jcuanto vale la velocidad para t = 2 s7

Respuesta: 2.07m/s

A partir de la expresién de A(w) en el caso del oscilador forzado amortiguado,
obtener la frecuencia para la que A es maxima (frecuencia de resonancia), asi
como la amplitud maxima.

Respuesta: w, = yJwi —%/2; Alw,) = Fo/my\/wg —~2/4.

Obténgase la velocidad para el oscilador forzado amortiguado en el régimen
permanente. ;Para qué valor de la frecuencia externa la amplitud de la velo-
cidad es maxima (resonancia en velocidad)?

Un padre pasea a su hijo en un cochecito, sobre un suelo que presenta baches
cada 30 cm, los cuales provocan oscilaciones verticales del cochecito (supéngase
que el sistema cochecito + nino se puede simular por una masa puntual de 32 kg
unida a un muelle de constante eldstica 2 N/m). Inicialmente la velocidad del
cochecito es de 0.5 m/s. Si el padre aumenta la velocidad del cochecito, jserdn
las oscilaciones del cochecito de mayor o menor amplitud?

Nota: supdéngase que el oscilador (cochecito+nino) estd sometido a una fuerza
armoénica cuya frecuencia angular es directamente proporcional a la velocidad
del cochecito e inversamente proporcional a la distancia entre baches.

Un oscilador, caracterizado por una masa m = 0.5kg, constante elastica
k = 4N/m, y coeficiente de rozamiento ¢ = 0.2kgs™!, oscila en régimen
permanente sometido a la fuerza excitadora F = 5coswt N. Obtener, en fun-
cién de w, la energia cinética media en un periodo del movimiento, (E.)(w).
(Para qué valor de la frecuencia es méxima (E,.)(w)? ;Cuédnto vale en ese caso
la energia cinética media?

Respuesta: 2.83rad/s; 78.13 J



Capitulo 7

ONDAS

7.1 Introducciéon

El estudio de las ondas constituye uno de los temas mas apasionantes e importantes
de la Fisica Matematica, dada la relevancia del fenémeno ondulatorio en todas las
partes de la Fisica. Podriamos poner una infinidad de ejemplos de ondas, dentro del
campo de la Mecénica, del Electromagnetismo, de la Mecanica Cuéntica, etc. Asi,
el movimiento generado cuando cae una piedra sobre el agua de un estanque revela
la propagacién de ondas aproximadamente circulares en la superficie, el movimiento
de una cuerda de guitarra genera ondas sonoras, las ondas sismicas, etc, son casos
de ondas mecanicas de diversa naturaleza. Dentro del Electromagnetismo, las on-
das han jugado un papel fundamental en los avances relacionados con los sistemas
de transmisién de informacion, dada la naturaleza ondulatoria del campo electro-
magnético en zonas del espacio donde no existen densidades de carga ni corrientes.
En Mecanica Cudntica, el estado de un sistema esta descrito por una funcién, de-
nominada funcion de onda; esta funcién es solucién de una ecuaciéon de onda muy
conocida: la ecuacién de Schrodinger.

Todos estos ejemplos muestran la aparicién del fenémeno ondulatorio en situa-
ciones de distinta naturaleza, pero con un denominador comun que las caracteriza.
Esta caracteristica comin, hablando inevitablemente de forma imprecisa, es la pro-
pagacién de la perturbacién o cambio producido en el valor de una cantidad fisica en
alguna zona del espacio. Por ejemplo, en las ondas sonoras se propaga un cambio en
la presién que se produce, por ejemplo, cuando hablamos. Las leyes de la Mecanica
aplicadas a este caso muestran que dicha perturbacion se extiende en el espacio,
dando lugar a variaciones de presion y densidad en otros puntos. A esto se le llama
onda.

Si bien las oscilaciones se han estudiado dentro del campo de la Mecanica, con-
siderando el modelo sencillo de la particula unida al extremo de un muelle ideal,
en este tema no vamos a estudiar ningtn tipo de onda en concreto, sino que anali-
zaremos el movimiento ondulatorio desde un punto de vista general. No obstante,
aludiremos en algunas ocasiones a algtin ejemplo, tal como el sonido, las ondas elec-
tromagnéticas, etc, con el objeto de facilitar la comprensiéon de los aspectos que se
van a desarrollar.

95
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7.2 Las ondas viajeras

En este apartado vamos a introducir matematicamente el movimiento ondulatorio.
Si bien el fenémeno de las ondas es mucho més complejo y rico que la descripcion
simplificada que vamos a mostrar a continuacién, ésta nos permitira abordar el
tema en cuestion desde una perspectiva sencilla en la que se mostraran algunos de
los aspectos mas representativos de este fenémeno.

Estamos interesados en describir matematicamente una situacion que se produce
en muchos campos de la Fisica, y que expondremos de la siguiente forma simpli-
ficada: en un punto del espacio, que llamaremos foco o fuente, se produce una
perturbacion, correspondiente a un cambio en el tiempo en el valor de una magnitud
fisica, tal como la presiéon, la densidad, el campo eléctrico, etc.., y dicha perturba-
cion se propaga a otros puntos del espacio en los que se reproduce de forma andloga
a como se hizo en el punto inicial, dando lugar al movimiento ondulatorio.

Consideraremos las simplificaciones siguientes:

1. Supondremos que la perturbacion se propaga en una direcciéon. Si llamamos
OX a la direccién de propagacion, la magnitud fisica estara representada por
una funciéon de z y ¢t. Si la magnitud que se propaga es escalar, estara re-
presentada por una funcién g(x,t); si es un vector, la representaremos por
G(x,t) = g(x,t)i, donde 4 es un vector unitario. En el primer caso la onda
se denomina escalar, y en el segundo, vectorial. Por ejemplo, en el caso de las
ondas sonoras, y bajo ciertas aproximaciones, la presién (magnitud escalar)
se propaga de un punto a otro, asi como la densidad del aire (magnitud esca-
lar). Por otro lado, el desplazamiento de los centros de masas de elementos
de volumen conteniendo un numero de particulas del orden del niimero de
Avogadro, respecto a sus posiciones de equilibrio, se representa mediante una
onda vectorial. En el caso de las ondas electromagnéticas, las magnitudes que
se propagan son vectores (campos eléctrico y magnético).

2. El valor que tenga g en un punto e instante concretos se trasladara en el eje
OX con celeridad constante, que denominaremos velocidad de propagacion, y
que representaremos por la letra v. A las ondas que tengan esta propiedad las
denominaremos ondas viajeras.

A continuacién vamos a averiguar qué tipo de dependencia debe tener g con = y
t para que dicha funcién represente una onda viajera. Consideremos un punto zq,
donde el valor de la funcién en el instante ¢; es g(x1,t;). Como g se propaga con
velocidad constante, g(z1,t;) debe ser igual al valor que tomard g en un instante
t > t; en la posicién x = z1 + v(t — t;) (suponiendo que la onda viaja en el sentido
positivo). Por tanto,

g(z,t) = g(z1,t1) = g(x — vt +vt1,t1) 3 Va,t. (7.1)
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Figura 7.1: Movimiento ondulatorio unidimensional.

Como t; puede ser cualquier instante de referencia, vemos que g(z,t) debe ser una
funcién de x — vt.

Otra forma de verlo es la siguiente: consideremos dos sistemas de referencia, S'y
S’, de forma que S’ se traslada respecto a .S con velocidad constante v’ (v > 0). Para
simplificar, supondremos que en ¢t = 0 ambos sistemas coinciden, de forma que la
distancia entre sus origenes, O y O'; es vt. Consideremos a continuacién una curva
C' ligada a S" y caracterizada por la relacién ¢ = f(2'), la cual se desplaza, por
tanto, con velocidad v’ respecto a S (ver figura 7.1). El movimiento de C' respecto a
S corresponde a la propagacién sobre OX de una onda viajera con velocidad v. Para
caracterizar la posicion de los puntos de C respecto a S mediante una funcion g(z, t),
la cual describira el movimiento ondulatorio, sélo tenemos que tener en cuenta que
al ser ¥ = 7’ + vt7, entonces ¢’ = g, y ' = x — vt, de forma que

gd=fl@) — g=flx—ot). (7.2)
A partir de (7.2) vemos que g = f(x — vt) describe a una curva que se mueve en el
eje OX positivo con velocidad constante. Si v va a representar siempre la celeridad,
es decir v > 0, entonces en el caso de que la curva se moviese en el sentido negativo
de OX, la onda viajera vendria descrita por una funcién

g= f(x+vt). (7.3)

Otra forma de describirla es mediante una funcién que dependa de t — z/v:
x x
fla = vt) = fl=olt = )] = Ft — 2),

dado que v es una constante. Esto puede verse también teniendo en cuenta que el
valor de g en una posicion dada es una funcién del tiempo. Por ejemplo, considerando
por simplicidad el origen (z = 0), tenemos g(z = 0,t) = F(t). Como C' se propaga
con velocidad constante, el valor que tomara ¢ en x y t, sera igual al que tomé en
el origen en el instante t — z/v. Por tanto

g(z,t) = F(t — =), (7.4)

v
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C V(tl-t!)

2(x,t=0) #(x,4,>0) 3 g(xt>t)

0 = v, =

Figura 7.2: Ejemplo de onda viajera.

o g(x,t) = F(t+x/v) en el caso de que C se desplace en el sentido negativo de OX.
En conclusién, g(z,t) = f(z £ vt) = F(t & 2/v) son funciones que representan
ondas viajeras en el eje OX, propagéndose en el sentido positivo (signo negativo),
o en el sentido negativo (signo positivo).
Por ejemplo, la funcion

es una onda viajera que se desplaza en el sentido positivo. En la figura (7.2) hemos
representado g(z,t), en funcién de x, para distintos valores de t.

7.2.1 Ondas transversales y longitudinales

Las ondas vectoriales se clasifican, segin la direccion de u, en longitudinales, trans-
versales, y mixtas:

e Ondas longitudinales. Son aquellas en las que 4 es paralelo a la direccién de
propagacién, es decir
gz, t) = f(z —vt). (7.5)
Por ejemplo, en un tubo muy fino en el que se propagan ondas sonoras (ver
figura (7.3)), el desplazamiento es paralelo a la direccién de propagacion.

e Ondas transversales. Son aquellas en las que @ es perpendicular a la direccién
de propagacién. El ejemplo mas representativo de una onda transversal es el
de las ondas electromagnéticas, en las que los campos eléctrico y magnético
oscilan en direcciones perpendiculares a la direccién de propagacion.

e Ondas mixtas. También hay ondas que se representan por un vector con una
componente transversal y otra longitudinal; por ejemplo, en las ondas que se
propagan en la superficie del agua el desplazamiento de las particulas puede
descomponerse en una componente paralela a la propagacién de la onda, y
otra perpendicular a la misma.
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Figura 7.3: Ondas longitudinales (a) en un muelle, y (b) en un gas.
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Figura 7.4: Ondas transversales en una cuerda.

Figura 7.5: Campos eléctrico y magnético en una onda arménica plana.
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Velocidad de
la onda

Figura 7.6: Movimiento de las particulas en una onda en el agua. El desplazamiento
de cada particula tiene una componente paralela y otra perpendicular a la direcciéon
de propagacion.

7.3 La ecuacion de ondas

La descripcion que hemos dado en el apartado anterior para una onda viajera uni-
dimensional nos ha servido para acercarnos matematicamente a un fenémeno que
se produce en muchos campos de la Fisica. Si bien las ecuaciones fundamentales
que rigen los fenémenos que se producen en la naturaleza son distintas (ecuaciones
de Maxwell del Electromagnetismo, leyes de Newton en la Dindmica, ecuacion de
Schrodinger en Mecanica Cudntica), las ecuaciones diferenciales que se obtienen al
aplicar las leyes fundamentales a determinados problemas son muy similares. Por
ejemplo, este fue el caso de la ecuacion del oscilador forzado amortiguado; la ecuacion
diferencial que regia el movimiento de una particula es la misma que la que describe
las oscilaciones de las cargas en un circuito RLC resonante. Lo mismo ocurre con
la ecuaciéon que vamos a deducir a continuacién, la cual describe la propagacion
unidimensional de una onda viajera.

Matematicamente, una onda no es mas que una solucién a una ecuacion diferen-
cial en derivadas parciales ! con dos clases de variables independientes: las asociadas
al espacio y al tiempo. Podemos ahora preguntarnos cudl es la ecuacién de ondas
cuyas soluciones son las ondas viajeras (7.2) y (7.3) analizadas en el apartado ante-
rior.

Partiendo de (7.2) 6 (7.3) vamos a calcular las derivadas parciales  de primer y
segundo orden de g respecto a x y t, para lo cual aplicaremos la regla de la cadena.

'La diferencia entre las ecuaciones en derivadas parciales y las ecuaciones diferenciales ordinarias
estriba en que la funcién incégnita depende ahora de varias variables independientes. Por ejemplo,
dada una funcién de dos variables M (z, z), toda relacién de la forma

2 2 2 n
h(x,z,MaMaMaMaM O*M 8M>:07

TO0x’ 0z 0x27 0227 0x0z7 T
es una ecuacion en (o entre) derivadas parciales de orden n.

2La derivada parcial de una funcién z = f(z,y) respecto a = (y) se obtiene dejando y (z)
constante y variando z (y). Por ejemplo, si z = 22 + y entonces 0z/0x = 2x, y 0z/0y = 1.
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Linea continua g(x,t)
Linea discontinua g(x,t+dt)

g(XZ,H'dt) T

g(xyt) 7
g(xwt) ]

g(x,,t+dt)

0 )I(l 7“2

Figura 7.7: Interpretacién de la ecuacién (7.6).

Llamando u(x,t) = x £ vt vemos que g(z + vt) se convierte en una funcién de
una tUnica variable (u): g(z £ vt) = g(u). Y teniendo en cuenta que du/dx =1y
OJu/0t = £, tenemos:

dg dgdu dg ~ 0Og dgOu dg
or  dudr du ' Ot dudt du( v)
= S iv 5% (7.6)
donde el signo — (4) corresponde a ondas que se desplazan en el sentido positivo
(negativo) del eje OX. (7.6) representa dos ecuaciones, una para ondas que se
desplazan en el sentido positivo de OX (signo “—”), y otra para ondas que se des-
plazan en el sentido negativo (signo “+7). Es ficil dar una interpretacion geométrica
al signo que aparece en la ecuacién (7.6). Por ejemplo, si la onda se desplaza en
el sentido positivo, las derivadas parciales respecto a x y respecto a t tienen signos
distintos, y esto es inmediato si tenemos en cuenta que la onda viajera representa
una curva moviéndose a velocidad constante sobre OX. En la figura (7.7) hemos
representado una onda en un instante ¢, en funcion de x. En z; la funcién es creciente
(derivada con respecto a x positiva), lo que implica que al desplazarse la curva el
valor de la funcién en x; va a ser menor (derivada con respecto a t negativa). Lo
contrario ocurre en el punto xy, donde la derivada con respecto a x es negativa,
lo que implica que la funcién crecerd en xo al desplazarse la curva (derivada con
respecto a t positiva).
Con el objeto de obtener una ecuacion que se verifique tanto para ondas viajeras
en el sentido positivo, como para ondas viajando en el sentido negativo de OX,
calcularemos las derivadas de segundo orden:

P9 _ 0 (dg\ _ d (dg\ou _d (7.7)
0r2 Oz \du) du\du) 0x  du? '

g 0 dg\ d dg\ ou d*g _ Ldg
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Teniendo en cuenta (7.7) y (7.8) llegamos a la siguiente relacién entre las derivadas
parciales de segundo orden de g respecto a x y t:

Pg_ 10y
or2 2 o2’

(7.9)

ecuacion diferencial en derivadas parciales que recibe el nombre de ecuacion de
ondas. Por tanto, cualquier funcién de la forma g = f(x £ vt) es solucién de (7.9).

7.3.1 Principio de superposiciéon

Una de las caracteristicas més importantes de la ecuacién de ondas es su linealidad?.
Consecuencia directa de este caracter lineal es el principio de superposicion:

“Cualquier combinacion lineal de la forma G = Y, g;(x £ vt) es solucion de la
ecuacton de ondas.”

Tenemos 2 P 20 P
_ g . gL _ 9i
or2 Zl: ox? ' Ot2 Zl: o2’
Entonces,
G 1 9°G g 1 0%
- _ - _ S — =0. 1
ox?  v? Ot? Zl: (83:2 v2 Ot? ) 0 (7.10)

Es decir, G verifica la ecuacién de ondas. Obsérvese que en (7.10) el sumatorio se
anula idénticamente porque cada sumando es idénticamente nulo, ya que g;, al ser
una onda viajera, verifica la ecuacién (7.9).

Reagrupando los términos que se desplazan en el sentido positivo y los que se des-
plazan en el sentido negativo, vemos que la solucién general de (7.9) puede expresarse
como:

g(x,t) = Gi(z — vt) + Ga(x + vt). (7.11)

Por tanto, el conjunto de soluciones de la ecuacién (7.9) es mucho més rico que las
ondas viajeras, puesto que (7.11) ya no es una onda viajera (a no ser que G; o Gy
sean nulas). Dicho de otro modo, toda onda viajera es solucién de la ecuacién de
ondas, pero toda solucién de la ecuacién de ondas no es una onda viajera.

Condiciones iniciales

Cuando estudiamos el oscilador arménico vimos que la solucién de una ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden se expresa a partir de dos constantes “libres”,
cuyo valor se puede determinar, por ejemplo, conociendo el valor de la funcion y su
primera derivada para un valor dado de la variable independiente. Asi, en el caso del

3Una ecuacién diferencial se denomina lineal cuando su primer miembro es una combinacién
lineal (con coeficientes que pueden ser constantes o funciones de las variables independientes) de
la funcién incégnita y sus derivadas.
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oscilador arménico, la posicién y velocidad iniciales permiten conocer la amplitud y
la fase inicial.

El estudio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales es mas complejo
que el correspondiente a las ecuaciones diferenciales ordinarias, y por tanto no vamos
a adentrarnos en la resolucion de este tipo de ecuaciones. No obstante, un analisis
sencillo nos permitira comprender la necesidad de ciertas condiciones que permitan
determinar una solucién especifica a la ecuacion de ondas. Para ello, sélo tenemos
que tener en cuenta que cualquier superposicion de ondas viajeras es solucién de
dicha ecuacion, por lo que se necesitan ciertas condiciones que permitan obtener,
para un problema concreto, la solucién de forma univoca. Una forma es mediante
las condiciones iniciales:

1. El conocimiento de la funcién en un instante dado para cualquier valor de x.
Por ejemplo, en el instante ¢ = 0,

g(x,0) = a(x). (7.12)

2. Y el conocimiento de la derivada parcial de g con respecto al tiempo en un
instante dado, para cualquier valor de z. Tomando ¢t = 0,

0g(z,t) B
5 = b(x). (7.13)

El conocimiento de a(z) y b(z) permite obtener univocamente g(z,t).

7.4 Ondas periddicas

Una onda periédica es una onda g = f(x — vt), cuya dependencia temporal en cada
punto es periddica. Es decir,

flx—ovt) = flx —v(t+nT)] ; neZ, (7.14)

donde T’ es el periodo del movimiento oscilatorio.

La existencia de periodicidad en el tiempo implica a su vez periodicidad en el
espacio, y viceversa, de forma que una onda periddica lo es tanto en el espacio como
en el tiempo. Para verlo partiremos de (7.14). Como el valor de g se repite en
un punto cada T unidades de tiempo y la onda representa una funcién que viaja a
velocidad constante v, esto implica que el valor de g debe ser el mismo cuando la
posicién se incrementa en nv1’, siendo n cualquier nimero entero. Esto ultimo puede
verse directamente a partir de (7.14), sin mas que llamar 2’ = x — nvT. Tenemos,

flx—wt) = f(' —vt), (7.15)
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g(x,b
t es la variable

g(x-vt) g(x-vt-vT)

YARAVYAVYAYY

Figura 7.8: Representacién de una onda periédica en funciéon del tiempo, para una
posicion determinada. La periodicidad esta caracterizada por un periodo temporal
T.

g g(x,t)
X es la variable

g(x-vt) g(x+A-vt)

1 7\( 1]

Figura 7.9: Representacién de una onda periddica en un instante concreto, en funcion
de la posicién. La periodicidad espacial esta caracterizada por la longitud de onda
A =T, siendo v la velocidad de propagacion, y T' el periodo temporal.

para todo 2’ = x — nvT. Por tanto, dado un instante cualquiera t, el valor que
adopta la onda en ', separado de x una cantidad nvT, es el mismo. A la cantidad
vT se la denomina [ongitud de onda, y la representaremos de ahora en adelante
por la letra A\. De esta forma, para caracterizar a una onda periédica hacen falta
dos cantidades: su velocidad v, y el periodo T, o la longitud de onda A, pues estas
cantidades verifican la relacién A = oT.

Notese finalmente que en las ondas periddicas el periodo tiene un doble signifi-
cado: por un lado, T representa al movimiento periddico en cada punto del espacio;
por otro lado, T es el tiempo que transcurre al desplazarse la onda en el espacio una
longitud de onda. Analogamente, la frecuencia tiene también un doble sentido: por
un lado representa las oscilaciones por unidad de tiempo en un punto fijo, y por otro
el nimero de longitudes de onda que se desplaza la onda, por unidad de tiempo.

7.4.1 Ondas armonicas

Por definicién, una onda armdnica es una funcion g(z,t) de la forma

g(x,t) = Acoslk(z — vt) + ¢). (7.16)



7.4. ONDAS PERIODICAS 105

A se denomina amplitud y k niumero de onda, el cual tiene dimensiones de inversa
de longitud . La funcién

O(x,t) = k(x —vt) + ¢,

es la fase del movimiento ondulatorio, de forma que ¢ es la fase correspondiente a
r=0yt=0.

Otra forma de expresar una onda armonica es mediante una funcién seno, o a
partir de la suma de un seno y un coseno, como vimos al estudiar el movimiento
armonico simple.

A partir de (7.16) se pueden obtener la longitud de onda y el periodo del movi-
miento ondulatorio arménico. Por ejemplo, para hallar A sélo tenemos que tener en
cuenta que cuando el argumento del coseno (la fase) se incrementa en 27, su valor
es el mismo. Esto se consigue incrementando x en 27/k, de forma que

A= (7.17)

Por otro lado, como A = vT, tenemos:

A 27
T = = T (7.18)

Notese que, fijado x, el movimiento g(z, t) es arménico simple con un periodo 7' =
27 /kv, y una frecuencia angular w = kv. La frecuencia del movimiento ondulatorio
serd por tanto v = 1/T. Dicha cantidad corresponde, tanto a la frecuencia del MAS
en un punto, como al nimero de longitudes de onda que pasan por un punto en la
unidad de tiempo.

Otras formas de expresar (7.16) a partir de las cantidades que hemos obtenido,
son:

g= Acos[?(x —ot) + ¢), (7.19)
g= Acos[27r(§ — %) + ¢], (7.20)
g = Acos(kz — wt + ¢). (7.21)

Antes de terminar este apartado hemos de senalar que la velocidad de propaga-
cién, v, en el caso de las ondas armonicas, suele recibir el nombre de wvelocidad de
fase. Es la velocidad a la que debe moverse un sistema de referencia (ligado a la
onda) para que éste no observe ninguna variacién temporal en la fase.

4Nétese que el argumento del coseno debe ser una cantidad adimensional. De ahi que hayamos
multiplicado x — vt por k.



106 CAPITULO 7. ONDAS

t=t,+T/2

g _.

t=t,+3T/4

t=t,+T

Figura 7.10: Onda armoénica propagandose hacia la derecha. La onda recorre una
longitud de onda A en un intervalo de tiempo 7.



7.5. ONDAS EN TRES DIMENSIONES 107
y
A

—— > FRENTE DE ONDA
r(x,yl,zl)

g(X,y1,2,,0)=8(X,¥,,Z,,t)

D (XY22,)
: [ ]

X

Figura 7.11: Onda plana propagéandose en el sentido positivo del eje OX.

7.5 Ondas en tres dimensiones

7.5.1 Ondas planas

Hasta ahora hemos estudiado el movimiento ondulatorio en una dimensién, caso
para el que dedujimos la ecuacién de ondas (7.9). Vimos que las soluciones de dicha
ecuacion eran de la forma

g(x,t) = Gi(z — vt) + Ga(x + vt), (7.22)

donde G; (G3) representa a una onda viajera moviéndose segun el sentido positivo
(negativo) del eje OX.

Noétese que podriamos considerar la situacién descrita por (7.22) como el ejemplo
de la propagacién en el espacio de una onda caracterizada porque todos los puntos
de planos perpendiculares al eje OX (paralelos al plano z = 0) tienen el mismo
valor de g, que en este caso seria una funcion de las tres coordenadas y el tiempo.
Es decir,

g(x,y,z,t) = Gi(z — vt) + Ga(x + vt). (7.23)

siendo g independiente de z y de y. A los planos paralelos al x = 0, caracterizados
porque el valor de g es el mismo en todos sus puntos, se les denomina frentes de
onda, y a la onda descrita por (7.23), onda plana (figura 7.11).

Nétese que lo caracteristico de una onda plana es su direccion de propagacién.
Por ejemplo, una onda plana propagéandose en el sentido positivo del eje OX puede

expresarse como
g(x,y,z,t) = G- V— vt), (7.24)
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N

A
a/a;
ol
%
oL—  N_ LN
Q?»
X Yy

Figura 7.12: Onda plana propagdndose segiin una direccién @. La distancia entre el
frente de onda y el origen viene dada por el valor absoluto del producto escalar de
uyr.

donde hemos tenido en cuenta que 7+ 7' = .

En el caso de que la onda plana se propague en la direccién y sentido del vector
unitario @ = w7+ uy)+ uZIZ, los frentes de onda son planos perpendiculares a i, y
la onda viene descrita por la funcién®:

g9(z,y,2,t) = G(U - 7 — vt) = G(upx + uyy + uyz — vt). (7.25)

A 1 se le denomina vector de propagacion (ver figura 7.12).

En las ondas planas la propagacién se describe mediante el movimiento de los
frentes de onda, los cuales viajan con velocidad constante. Cada frente tiene asig-
nado un valor de la onda, de tal modo que el movimiento de los frentes corres-
ponde al desplazamiento de los valores que los representan. Para entender esto
ultimo de una forma més rigurosa, téngase en cuenta que g(z,y, z;t) = G(£), siendo
§ = uyT + uyy + uyz — vt. Asi, la ecuaciéon u,x + u,y + u.2 — vt = cte representa
un “plano viajero”, cuya distancia al origen, |4 - 7] = |u,z + uyy + u,2| depende
linealmente del tiempo.

7.5.2 Ondas armoénicas planas

La expresion general de onda armonica plana propagandose en la direccion y sentido
de u, es: .
g(7,t) = Acoslk(u - 7' — wt) + ¢] = Acos(k - 7' — wt + @), (7.26)

SEjercicio: demostrar que cualquier funcién cuyo tnico argumento sea una combinacién lineal
de x, y, z y t, es una onda plana. Es decir: si g(z,y,2,t) = f(w), siendo w = ax + by + ¢z + dt,
con a, b, ¢ y d constantes, demostrar que g es una onda plana. ;Cudnto vale v?, jy 47
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donde se define el vector de onda k = ki, cuyo médulo es el nimero de onda
27/, y su direccién y sentido son los de @. Teniendo en cuenta que w = |k|v, las
componentes del vector de onda verifican:

2
2 2 2 W
er—i-/{:y—i-k:z—ﬁ.

(7.27)

7.5.3 La ecuacion general de ondas

A partir de (7.25), y siguiendo un proceso similar al que se llevé a cabo para obtener
la ecuacién de ondas en una dimension, se puede demostrar que cualquier onda plana
verifica la ecuacién °:
9’9 %9 0’9 10%
ox2 Oy 022 2ot
que recibe el nombre de La ecuacion de ondas. Nétese que (7.9) es un caso particular
de (7.28) para el caso en que g sélo depende de una variable.

Realmente, al denominar ecuacion de ondas a (7.9) (o a (7.28)) hay un abuso de
lenguaje, porque ecuaciones de ondas hay muchas; lo que ocurre es que la ecuacion
(7.28) (o (7.9)) representa el comportamiento ondulatorio de las magnitudes fisicas
en un conjunto tan extenso de fenémenos, y de distinta naturaleza fisica, que merece
una atencién especial en el estudio de las ondas. Es decir, es el caracter ubicuo de
esta ecuacién el que le confiere tamaiia importancia en la Fisica”. Pongamos dos
ejemplos de esto. Si partimos de las ecuaciones de Maxwell en el espacio vacio, con
el objeto de conocer cémo se comporta el campo electromagnético en regiones donde
no existen fuentes de campo (cargas), se llega a una ecuaciéon que coincide con (7.9)
para cada una de las componentes del campo eléctrico:

(7.28)

2 2
OL _ 1L i =y, z (7.29)
or? ¢ otz B
y ecuaciones similares se tienen para las componentes del campo magnético®.
mbiem r m irijjamon ani rmodinamica.
Cambiemos ahora de campo, y dirijamonos a la Mecéanica y la Termodinamica
La ecuacién que gobierna la propagacion del sonido en el aire, o dicho de otro modo,

las variaciones de presion respecto a la presion atmosférica, cuando se produce una

SHacer como ejercicio.

"Esa es la mitad de la verdad. La otra mitad es que es la ecuacién en derivadas parciales de
segundo orden de tipo hiperbdlico mas simple que se pueda encontrar.

8Histéricamente, el primero en obtener (7.29) fue James Maxwell, ddndose cuenta de que era
la ecuacion de ondas. En realidad él obtuvo (7.29) con ¢ expresada en términos de la permitividad
eléctrica del vacio, €p, y de la permeabilidad magnética del vacio, pg:

1
Voo

Cuando Maxwell dio valores numéricos experimentales a €y y g obtuvo un valor de ¢ enorme, y
tuvo el atrevimiento de identificar/interpretar las ondas electromagnéticas con la luz. Un acierto
digno de un genio.

CcC =
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perturbacion del aire en cierta zona del espacio, por ejemplo cuando hablamos, es
una ecuacién formalmente idéntica a (7.28) cuando se verifican ciertas condiciones
que no vamos a tratar aqui. Es decir,

p Op Fp 10
ox2 Oy 022 w2 o2’

donde p es la variacién de presion y v es la velocidad del sonido, la cual depende del

estado del aire:
[YRT
=4/ — 31
v R (7.31)

siendo v la constante de expansion adiabatica de los gases que en el caso del aire
es igual a 1.4, R la constante de los gases ideales, T' la temperatura absoluta, y
M la masa molecular del aire, que es igual a 29 g/mol. Si calculamos v para una
temperatura de 25°C' se obtiene una velocidad de 346 m/s.

Los ejemplos anteriores muestran la importancia de la ecuacién de ondas y nos
sirven de ejemplo para enfatizar el papel que algunas ecuaciones tienen en la Fisica.
Otro ejemplo similar lo hemos encontrado en el tema de oscilaciones, con la ecuacién
del oscilador arménico.

Por tltimo, si bien (7.28) se ha obtenido para el caso de una onda plana, hemos
de llamar la atencion sobre un punto muy importante: como la ecuacion de ondas es
lineal, cualquier superposicién de ondas planas desplazandose con velocidad v es una
solucion de la ecuacion de ondas. Ahora bien, sumando ondas planas con diferentes
vectores de propagacion se pueden obtener funciones muy distintas de las propias
ondas planas. Por ejemplo, podemos decir que la funcion

(7.30)

g(r,t) = ZAZ-COSU;Z’ Frwt+ ) 5 ow = |l;i|v,

es una solucién de la ecuacién de ondas”; lo cual guarda una estrecha relacién con
el teorema de Fourier, que el alumno estudiara en cursos méas avanzados.

7.5.4 Ondas esféricas

Para poner un ejemplo concreto de ondas que verifican (7.28) pero no son ondas
planas, hablaremos brevemente sobre las ondas esféricas. Consideremos el caso de
una perturbacién que se produce en un punto y se transmite de forma isétropa, es
decir, igualmente en todas las direcciones del espacio que parten de dicho punto.
Por ejemplo, cuando en un punto de un fluido homogéneo e isétropo, inicialmente
en equilibrio, se produce una variacion de la presién, dicha variacién se propaga
igualmente en todas las direcciones, dando lugar a ondas sonoras esféricas. Los
frentes de onda son esferas con centro en el punto donde se originé la perturbacion.

9Demuéstrese esto como ejercicio.
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Figura 7.13: Ondas esféricas. Los frentes de onda son esferas concéntricas en el
origen. La propagacién viene descrita por una funcién g(r,t).

Supongamos, por ejemplo, que la perturbacién se produce en el origen de un
sistema de referencia OXY Z, y se propaga con la misma celeridad v en todas las
direcciones. En tal caso, el valor de la onda en cualquier punto del espacio y en
cualquier instante, g(z,y, z,t), debe depender espacialmente tan sélo de la distancia
r del punto al origen, es decir

glx,y,z;t) = g(r,t) 5 r=/a?2+y>+ 22 (7.32)

Se puede demostrar, aunque no vamos a hacerlo, que la solucién a la ecuaciéon de
ondas (7.28) en el caso de que la funcién sélo dependa espacialmente de la distancia
al origen r, se puede expresar de la forma siguiente:

1 1
g(r,t) = —Fy(r — vt) + —Fy(r + vt), (7.33)
r r

donde Fy/ry F,/r representan ondas esféricas (es decir, ondas cuyos frentes de onda
son esferas) alejdndose y acercdndose a O respectivamente. La diferencia fundamen-
tal con (7.23) radica en la existencia del factor 1/r, el cual hace que el valor de la
funcion decrezca con la inversa de la distancia.

Por ejemplo, la expresion de una onda armonica esférica alejandose del origen
es

g(r,t) = écos[kr —wt+ ¢).

La amplitud de la onda A(r) = A/r decae con el inverso de la distancia al origen. En
un instante concreto, la distancia A = 27 /k separa dos frentes de onda consecutivos
cuyas fases se diferencian en 27 (y por tanto el valor del coseno es el mismo), aunque
el valor de la onda es distinto por el factor 1/r que aparece en la amplitud de la
onda.

El siguiente ejemplo es una muestra del sentido fisico del tipo de dependencia con
r y con t de una onda esférica: supongamos una fuente de ondas electromagnéticas,
por ejemplo, una fuente de luz, tal como una bombilla, o el propio sol. Supongamos
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que el medio no absorbe energia, y que la fuente emite energia a un ritmo constante
Py (energia emitida por unidad de tiempo), y de forma estacionaria (es decir, que Py
es constante). Por ser el medio no absorbente, Py es la energia por unidad de tiempo
que atraviesa a cualquier superficie cerrada que contenga a la fuente. Si el medio es
isétropo, entonces la energia por unidad de tiempo que atraviesa a un elemento de
area A, tomado sobre una esfera concéntrica con la fuente, es independiente de su
ubicacién y de su forma (sobre la misma esfera). Por tanto, la energia por unidad
de tiempo que atraviesa la unidad de superficie es, para una esfera de radio r:
J— (7.34)
47r?
I recibe el nombre de intensidad, y en el sistema internacional se mide en W/m?.
Nétese que la intensidad disminuye como la inversa del cuadrado de la distancia al
foco emisor. Por ello, cuanto mas lejos nos encontramos de una fuente de luz, menor
es la intensidad que nos llega. En el caso del sonido, cuanto mas lejos estamos de
una fuente sonora, menor es la intensidad del sonido que percibimos.

Nétese que la intensidad de las ondas esféricas luminosas decae como 1/r%, pero
sin embargo hemos obtenido una dependencia 1/r para la amplitud de una onda
armoénica esférica. Ello es debido a que, en el caso de las ondas electromagnéticas,
la intensidad es proporcional al cuadrado del mdédulo del campo eléctrico, de manera
que el campo decae como 1/r.

7.6 El efecto Doppler

Sea F una fuente puntual de ondas periédicas '° cuya velocidad de fase con respecto
al medio en que se propagan es v. Vamos a llamar > a un sistema de referencia
ligado al medio . Definiremos al observador del movimiento ondulatorio, por un
punto O que recibe los frentes de onda emitidos por F' (figura 7.14). Si F'y O estan
en reposo respecto al medio, la frecuencia percibida por O, es decir, la frecuencia
con que los frentes de onda pasan por O, es la misma que corresponde a la emision
de F. La situacién cambia si la fuente, el observador, o ambos, se mueven respecto
al medio; en este caso, la frecuencia percibida por O es en general diferente de la de
emision, produciéndose un fenémeno conocido como efecto Doppler 2.

0Por fuente de ondas periédicas entendemos un punto donde una cierta magnitud fisica oscila
periédicamente, y dicha oscilacién se transmite en el espacio a velocidad constante dando lugar a
ondas viajeras periddicas.

1Por ejemplo, las ondas sonoras se propagan en medios materiales. Las ondas electromagnéticas
pueden propagarse en cualquier medio, incluido el vacio. Para tratar el problema de una forma
general el medio va a estar caracterizado por un sistema de referencia X.

12E] efecto Doppler fue observado por primera vez en las ondas sonoras por el fisico C.J.Doppler
(1803-1853). El razonamiento que hacemos en este apartado no considera ningin tipo de ondas
en especial. Lo tnico que se necesita para que ocurra este fenémeno es un punto que emita ondas
periddicas. Ni siquiera tienen por qué considerarse estas ondas demasiado clasicamente. Basta que
la fuente emita “cosas” que se propagan con determinada velocidad, y son recepcionadas por el
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Figura 7.14: Esquema basico para analizar el efecto Doppler. Trabajaremos en el
plano que contiene a la fuente y al observador, y por simplicidad consideraremos
que F'y O se mueven segun la linea que los une. El vector unitario 7’ del sistema de
referencia ligado al medio se ha tomado paralelo a dicha direcciéon y en el sentido
que va de la fuente al observador.

En lugar de considerar la situacion general en que la fuente y el observador
pueden moverse en cualquier direccién, supondremos por simplicidad que sus velo-
cidades se encuentran en la linea que une ambos puntos. Llamaremos A\, T, y vr a
la longitud de onda, el periodo y la frecuencia de las ondas que emite F', y Uy = vpl’
y Up = vot a las velocidades de la fuente y el observador respecto a . Supondre-
mos la situacién méds comun en la que |vp| y |vo| son menores que v (velocidad de
propagacién respecto al medio).

Vamos a estudiar primero la situacién en que la fuente se mueve y el observador
estd en reposo y, mas adelante, la correspondiente al movimiento de ambos.

(a) Primera situacién: fuente en movimiento y observador en reposo
(UF 7é 0, Vo = 0)

En este caso, los frentes de onda emitidos por F' estardn mas proximos en el
sentido de movimiento de F', y més distanciados en el sentido opuesto. Por tanto, la
longitud de onda respecto al medio disminuye en el sentido de movimiento y aumenta
en el sentido opuesto (figura 7.15). Para hacer un andlisis cuantitativo supondremos
que en t = 0 la fuente emite un frente de onda, lo cual vuelve a repetirse cuando
t =1T,2T,..,nT. Cuando la fuente emite el segundo frente de onda ha recorrido
una distancia vgT en la direccién del movimiento, de forma que la distancia entre el
frente de onda emitido en ¢t = Ty el emitido en t = 0, es A — vpT" (ver figura 7.15).
Como esta situacién se repite con el siguiente frente de onda y asi indefinidamente, y
los frentes de onda viajan a velocidad v, concluimos que la longitud de onda cuando
F' esta en movimiento es

N =\ —vpT, (7.35)

observador. Por ejemplo, el efecto Doppler es perfectamente aplicable al caso en que la fuente es
una ametralladora, y el observador es el “blanco” de la misma.
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Figura 7.15: Alteracion de la longitud de onda debida al movimiento de la fuente.
En la figura se muestran ondas circulares en un plano, u ondas esféricas en el espacio
correspondiendo la situacion de la figura a uno de los planos que contiene a la fuente
y al observador.

expresion que es valida tanto para la contraccion en la direccién del movimiento

(vp >0 — X < \), como para la dilatacién en el sentido opuesto al del movimiento

(vp <0 — X > \). Teniendo en cuenta que A =v/vp, T = 1/vp, y que X' = v/vp,

donde hemos llamado v a la frecuencia que percibe el observador, tenemos
v v VR v

— =" - — Vo=VF )
Vo Vg Vg VvV —VUf

(7.36)

expresién que nos indica el valor de la frecuencia percibida por O cuando F' esta en
movimiento. Si vp > 0 (vp < 0), entonces vo > vp (Vo < VF).

(b) Segunda situacién (general): fuente y observador en movimiento
(vp # 0, vo # 0).

Supongamos la situacion general en la que la fuente y el observador se mueven
respecto al medio. Debido al movimiento de la fuente la longitud de onda tiene un
valor dado por (7.35). Por otro lado, si el observador también estd en movimiento,
éste vera los frentes de onda moverse con mayor (menor) velocidad si se acerca
(aleja) a (de) la fuente. La velocidad de los frentes de onda respecto al observador
serd v — vo'3, vy la frecuencia observada por O serd por tanto el cociente entre la
velocidad con que los frentes se mueven respecto a él, y la longitud de onda, cuyo
valor viene dado por (7.35). Es decir:

UV — Vo UV — Vo U — Vo
1% = = =V .
© N vl —vpT o — VR

Otra forma de llegar al resultado anterior es: supongamos que en t = 0 el

observador recibe un frente de onda. El tiempo que tarda el siguiente frente en

13Nétese que si el observador se acerca a la fuente vo es negativa, de forma que v — vo es mayor
que v. Si, por el contrario, el observador se aleja de la fuente, entonces vo es positiva y v — vo es
menor que v.



7.6. EL EFECTO DOPPLER 115

@ SITUACION B (Frente emitido en t=T)

INICIAL
E vi T A
> |
F_, VF) .O H Fo .O
. Al A (Posicion de
A (Frente emitido en t=0) <«—» Aent=T)

A=vT

Figura 7.16: Analisis del caso en que F' se mueve respecto al medio, estando el
observador en reposo.

B A B(tl=0) A(t=0) B(t=T")

-«
| vI“
O » ! . 04 »
Vo ! ! o
> -« p—>
A | I H VoI’

Figura 7.17: Analisis del caso en que se mueve el observador, sea cual sea el movi-
miento de la fuente.
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alcanzarlo serd igual al periodo de las ondas percibido por O, al que llamaremos
T" = 1/vo. Por otro lado, T" serd igual al tiempo en que este frente de onda
(moviéndose a velocidad v), recorre una distancia A'+voT” (figura 7.17). Por tanto,
tenemos N+ o T )
—2r%- (v—vo)— =\,

(% Vo

T/

Teniendo en cuenta que X' viene dada por (7.35) y realizando operaciones sencillas,

llegamos a
vV — Vo

Vo =VF

(7.37)

v—vp
expresion que es valida sean cuales sean las velocidades y sentido del movimiento

de F'y O.

7.6.1 Ondas de Mach o de choque

Por tultimo analizaremos la situacién en que la fuente se mueve a una velocidad
mayor que la velocidad de fase de las ondas. Consideraremos que el observador esté
en reposo respecto al medio. Si vy > v, los frentes de onda emitidos por F' viajan a
menor velocidad que la propia fuente. Por ejemplo, si en ¢t = 0 la fuente se encuentra
en un punto A y emite un frente de ondas (figura 7.18), después de un tiempo t la
fuente habra recorrido un espacio vgt, y el frente de onda una distancia vt menor
que la anterior. Sea « el dngulo formado por AF' y AB (B es el punto de contacto
entre el frente de onda emitido por F en t = 0 y la recta tangente a dicho frente que
pasa por F en el instante t). El seno de « es:
sena = L 2, (7.38)
UFt Vrp
Sien t; < t la fuente emitié otro frente de onda desde una posicion intermedia
A’; el espacio recorrido por el frente de onda entre ¢ y t es v(t — t1), y el recorrido
por la fuente es vp(t — ¢;). Como los espacios recorridos son proporcionales a las
velocidades, el angulo entre A'F' y A’B’ serd también «. Esto ocurrird para todos
los frentes emitidos entre 0 y ¢, de forma que los frentes de onda emitidos tienen una
superficie tangente comiin (envolvente) correspondiente a un cono ', cuyo eje estd
en la direccion de movimiento de la fuente, y de semiangulo «, tal que:

sena = —. (7.39)
UF
El resultado es la propagacion de un frente de onda cénico que se propaga segun
las flechas que hemos indicado en la figura. La relacién vg/v se denomina niimero
de Mach, y es el nimero de veces que la velocidad de la fuente es superior a la de
propagacién de las ondas en el medio.

14 Esto es si consideramos frentes de onda esféricos. Si estamos en el caso plano, los frentes de
onda circulares tienen dos rectas tangentes comunes.
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Figura 7.18: Ondas de choque.

Por otro lado, como los frentes se “amontonan” en esta superficie conica, la
amplitud de la onda se hace mayor. Por ejemplo, en el aire una onda sonora de
choque puede aumentar la presion hasta el punto de lastimar un oido o romper una
ventana. Ejemplos conocidos son el sonido repentino que se escucha cuando pasa
un avion supersonico (que se mueve con velocidad superior a la de las ondas sonoras
que origina), y la estela que deja sobre la superficie del agua un barco que se mueve
con mayor velocidad que las ondas superficiales que genera.

7.7 Superposicion de ondas

La ultima parte del tema de movimiento ondulatorio esta dedicada a la superposicion
de ondas, y al estudio de una serie de fenémenos relacionados, como la interferencia
constructiva y destructiva, las ondas estacionarias y las pulsaciones.

Ahondaremos en primer lugar en el Principio de Superposicién, del cual ya se
tratd al estudiar la ecuacion de ondas. Como consecuencia del caracter lineal de
la ecuacion de ondas, o de cualquier ecuacion de ondas que sea lineal, la suma
de dos soluciones de la ecuacién es también una solucién. Este resultado ya nos
permitié deducir que la solucién general de la ecuacién (7.9) es una superposicién
de una onda viajera en el sentido positivo y otra en el sentido negativo (ver (7.11))
y, en consecuencia, que el conjunto de soluciones de la ecuacién (7.9) es mucho més
extenso que el de las ondas viajeras. Debemos decir que también en este caso se
produce, por asi llamarlo, un abuso de lenguaje, que pudiera llevar a pensar que el
Principio de Superposicion es una ley universal o algo parecido, cuando en realidad es
una consecuencia de la linealidad de las ecuaciones que gobiernan muchos fenémenos
fisicos'®. En aquellas situaciones en las que la ecuacién no es lineal, este “Principio”,
deja de tener validez.

15 Quizés fuese més correcto denominarlo Teorema de Superposicién, pues su validez no es univer-
sal, sino que estd supeditada al caracter lineal de la ecuacién de ondas que gobierne la propagacion.
No obstante, hemos preferido mantener la denominacién que aparece normalmente en la literatura.
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Nos detendremos ahora en otro aspecto del Principio de Superposicién, que po-
driamos enunciar de la forma siguiente:

“Cuando varias fuentes de ondas estdn actuando a la vez, y la ecuacion que go-
bierna la propagacion de ondas es lineal, entonces el movimiento ondulatorio resul-
tante es la suma de los movimientos ondulatorios debidos a cada una de las fuentes”.

Podriamos decir que este es el Principio de Superposicién en su maxima expre-
sién: la consecuencia mas importante de la linealidad es que el efecto colectivo de
varias fuentes de ondas es la suma de los efectos individuales'6.

7.7.1 Superposicién de ondas armoénicas

Para plantear este apartado con una matematica sencilla, pero sin pérdida de gene-
ralidad, supondremos la superposicion de dos ondas armoénicas de la misma amplitud

16Veremos esto con cierto detalle matematico, con el tinico objeto de tranquilizar la posible
inquietud del lector al respecto. Cualquier ecuacién de ondas lineal, en presencia de fuentes, tiene
la expresion siguiente:

Lif(z,t)] = F(x,1), (7.40)

donde F'(z,t) se refiere a la fuente, f(z,t) es la incégnita de la ecuacién (la solucién de la ecuacién
de ondas), y L es un operador lineal. Un operador es un objeto matemadtico que transforma una
funcién (original) en otra (transformada), y es lineal cuando actuando sobre una suma de funciones
la transforma en una suma, donde cada sumando es la transformada del correspondiente sumando
de la original. Por ejemplo, la Ecuacién de Ondas (7.9) se puede expresar de la forma
0? 1 02
Lig(z,t)] =0 ; L=+ - =5
[g( )} ) axQ '1)2 at2
Supongamos ahora que tenemos varias fuentes F;(z,t), ¢ = 1,..., N, y sea f;(x,t) la onda corres-
pondiente a esta fuente, es decir,

(7.41)

L{fi(z,t)] = Fi(z,t) ; i=1,..,N. (7.42)

Sumando las distintas ecuaciones, tendriamos

N N
> Llfile )] =) Fia, ). (7.43)

Ahora bien, como L es un operador lineal, entonces

N N
> Lifia,0)] = L[Y_ filx, 1)),
y (7.43) se convierte en
N N
LY filx, )] =) Fi(e,1), (7.44)
1 1

es decir, a la superposicién de las causas, .} F;(z,t), le corresponde la superposicién de los efectos

Sy filw,t).
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A, que se propagan en el eje OX con la misma velocidad v. Podemos pensar que
cada una de estas ondas proviene de una fuente distinta, y al sumarlas estamos
buscando respuesta a la pregunta de cual es el movimiento ondulatorio resultante.

Sean g (z,t) = Acos(wit — k1x) vy go(x,t) = Acos(wat — ke + ¢) las dos ondas
armonicas, ambas propagandose con la misma velocidad v = wy/|ki| = wa/|ks|,
siendo ¢ la diferencia de fase entre ambas en x = 0 y ¢ = 0. El signo menos que
aparece en el argumento no significa que ambas se propaguen en el mismo sentido
del eje OX, puesto que los k;(i = 1,2) pueden ser positivos y/o negativos. El
movimiento ondulatorio resultante es

g(x,t) = g1(z,t) + g2(z,t) = Alcos(wit — k1x) + cos(wat — kax + ¢)], (7.45)

y, usando la relacién trigonométrica

A-B A+ B
COSA+COSB:2COS<T>COS< ; ), (7.46)

se obtiene

g(x,t) = 2Acos

W1 — Wo k’l — k’g ¢] lwl “+ Wy kl + kz
t— cos t—

0}
2 2 U739 2 5 TTgl

(7.47)

La ecuacién (7.47) lo dice/contiene todo acerca de la superposicién de ondas

armonicas de la misma amplitud, pero para ver o darnos cuenta de todo lo que

“lleva, dentro” vamos a estudiar algunos casos particulares en que la expresion se

simplifica, o cobra un aspecto peculiar con nombre propio (pulsaciones). Estos casos
son:

e Las dos ondas con la misma frecuencia y viajando en el mismo sentido del eje

0OX.
e Las dos ondas con la misma frecuencia y viajando en sentidos opuestos.

e Las dos ondas con frecuencias muy préximas entre si.

Interferencia constructiva y destructiva.

En este caso, haciendo w; = wy = w y k; = ko = k se tiene, sustituyendo en (7.47):

g(x,t) =2A cos(%) cos [wt — kx + g} : (7.48)
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Figura 7.19: Amplitud de la onda resultante de la superposiciéon de dos ondas via-
jeras que se propagan en el mismo sentido, en funcién de la diferencia de fase que
hay entre ellas.

Vemos que (7.48) es una onda viajera'”, de la misma frecuencia y sentido que las
ondas que se superponen, pero con una amplitud que depende de su amplitud, A, y
de la diferencia de fase ¢ que hay entre ambas:

A =24 cos<§)|. (7.49)

En la figura (7.19) hemos representado A’ en funcién de ¢. Cuando ¢ = 0, las
dos ondas estan en fase, y la amplitud resultante es la suma de las amplitudes
individuales, 2A. Este caso se denomina interferencia constructiva. Cuando ¢ =
las dos ondas estan en oposicion de fase, y la amplitud resultante es nula, es decir, el
movimiento ondulatorio resultante es igual a cero. Este segundo caso se denomina
interferencia destructiva. En cualquier caso se tendra que A'(A, ¢) < 2A.

Si las dos ondas tienen amplitudes distintas, A; y As, se puede demostrar que
la amplitud resultante es A; + Ay en la situacion de interferencia constructiva, y
|A; — As| en la de interferencia destructiva. Vamos a hacerlo™ fijdndonos en la
dependencia temporal de ambos movimientos ondulatorios en una posiciéon fija del
espacio, y teniendo en cuenta el concepto de onda viajera, lo cual nos ayudara a
comprender mejor el fenémeno. Si las dos ondas estan en fase en x = 0, entonces las

7Que en este caso g1 + g2 es una onda viajera es un resultado que podriamos haber anticipado,
pues sabemos que la suma de dos ondas viajeras de la misma velocidad y sentido es otra onda
viajera que se propaga en el mismo sentido que las ondas que se superponen y con la misma
velocidad.

8 Aunque la explicacién que vamos a dar ahonda en el concepto de onda viajera, vamos a ver
que analiticamente es inmediato:

$p=0 <= g1+ g2 = Ajcos(wt — kx) + Agcos(wt — kx) = (A1 + Az)cos(wt — kzx).

p=7m <= g1+ g2 = Aicos(wt — kx)+ Agcos(wt — kx + ) = (A1 — Az)cos(wt — kx),

dado que cos(a 4+ m) = —cosa.
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Figura 7.20: Superposicion de ondas de la misma amplitud en los casos ¢ = 0y

¢ =m.

oscilaciones en este punto estan “acompasadas”, tal y como se muestra en la figura
(7.20); ambas alcanzan los valores maximo y minimo a la vez, y pasan por cero en
los mismos instantes y con el mismo sentido para la velocidad (dg;/0t, i = 1,2).
Por tanto, el movimiento resultante en x = 0, suma de las oscilaciones individuales,
serd un movimiento armoénico simple de amplitud A; + As, y el periodo, y por
tanto la frecuencia, sera el mismo. Como las oscilaciones en x = 0 se transmiten
a los demas puntos del espacio a velocidad constante, el resultado sera una onda
armonica cuya amplitud es A; + Ay y cuya longitud de onda sera la misma que la
de las ondas superpuestas (recuérdese que una onda periédica en el espacio lo es
también en el tiempo, y viceversa, existiendo la relacién A = vT" entre los periodos
espacial y temporal). En cambio, si ¢ = 7 las oscilaciones en = = 0 serdn opuestas:
cuando una alcanza el valor maximo la otra alcanzard el valor minimo, y viceversa,
y ambas pasaran por cero en los mismos instantes, pero con sentidos opuestos para
la velocidad. En consecuencia, la oscilacién resultante tendra amplitud |A;- As| y
dicha oscilaciéon se transmitira a todos los puntos del eje OX a velocidad constante.
Especialmente representativo es el caso en que A; = Ay donde ya hemos visto que
la onda resultante es nula.

Ondas Estacionarias

Supongamos ahora el caso en que las dos ondas tienen la misma frecuencia, w; =
wy = w, pero se propagan en sentidos contrarios, es decir, ko = —k; = —k. Se tiene,
sustituyendo en (7.47):

g(x,t) = 2A cos(kx + g) cos(wt + %) (7.50)
Este resultado es completamente distinto al dado por (7.48). Lo primero que vemos
es que (7.50) no es una onda viajera, puesto que g(z,t) es el producto de una
funcion de x por otra funcién de ¢, que no puede escribirse como una funciéon del
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Figura 7.21: Ondas estacionarias.

Unico argumento x + vt. Esta expresion recibe el nombre de onda estacionaria.

Para comprender mejor qué es una onda estacionarial® nos fijaremos en la de-
pendencia temporal en una posicion fija. Es obvio que se trata de un MAS de
frecuencia angular w, y amplitud A'(z) = 2A| cos(kz + £)|. Es decir, habrd puntos
del eje OX en los que A’ = 0, y por tanto el movimiento ondulatorio resultante en
dichos puntos sera nulo; estos puntos de denominan nodos. También habra puntos
en los que A" = 2A, los cuales se denominan antinodos o vientres. Vayamos ahora
con la dependencia con x para un tiempo fijo: la dependencia es armonica, con un
periodo espacial igual a la longitud de onda de las ondas superpuestas (A = 27/k),
y con una amplitud que dependera del instante concreto en el que hacemos la “fo-
tografia” de la onda. Habrd instantes, aquéllos en los que cos(wt — %) =0, en los
que g(z,t) = 0. Estos instantes estdn separados entre si por el semiperiodo de las
ondas que se superponen. En la figura (7.21) hemos representado distintas curvas
“fotografias” que corresponden a la dependencia espacial para varios instantes de
tiempo. La distancia entre dos nodos (o antinodos) consecutivos es \/2.

Pulsaciones

El dltimo caso corresponde a la situacién en que las ondas tienen frecuencias pare-
cidas. Para entender esto un poco mejor pondremos un ejemplo, que ademas nos
servira para ilustrar todo lo que vayamos obteniendo en este apartado. Suponga-
mos que las ondas que se superponen provienen de dos diapasones acoplados a sus

9La caracterizacién que estamos haciendo aqui es muy particular: para el caso de una onda
armoénica. La definicién general de una onda estacionaria es la de una onda que se puede factorizar
en un término dependiente de la posicién por otro dependiente del tiempo. Esto implica que el
aspecto (la forma) de la onda es la misma en cualquier instante; o dicho de otro modo que la
relacion entre los valores de la onda en dos puntos cualesquiera no depende del tiempo:
g(z1,t) _ F(z1)G(@)

- B - F(ml)
9(z,t) = F(2)G(t) — g(z2,t)  Fa2)G(t)  F(x2)’
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Figura 7.22: Pulsaciones.

cajas de resonancia, uno de ellos con una frecuencia v; = 440Hz, y el otro con
vy = 430H z. Por ejemplo, la nota musical “La” corresponde a una frecuencia en las
oscilaciones de la presion de 440 ciclos por segundo. La frecuencia es la magnitud
que guarda relacion con el concepto de “tono” en las ondas sonoras. Si nos fijamos
en (7.47), la superposicién de las ondas provenientes de los dos diapasones dard
lugar, en una posicién fija del espacio, al producto de dos movimientos arménicos
simples, uno de frecuencia |v; —14|/2, que en este caso seria igual a 5Hz, y el otro de
frecuencia (v; +14)/2, que en este ejemplo seria 435H z. Es decir, que uno tarda 0.2
segundos en oscilar, y el otro ~ 0.003 segundos, es decir, unas 87 veces menos que
el anterior. El producto de ambos términos en (7.47) dard lugar a unas oscilaciones
de 435Hz (un “tono” parecido al de los diapasones) pero con una “amplitud” que
no es constante, sino que esta modulada por un término que oscila a 5H z.

Ahora bien, aunque (7.47) nos dice que la amplitud oscila a la semisuma de las
frecuencias, lo mas importante es que las oscilaciones de alta frecuencia estan con-
tenidas entre dos curvas cosenoidales opuestas (ver figura), y como consecuencia de
esto el receptor escucha un sonido que “desaparece” peridodicamente. La frecuencia
a la que se suceden estos “minimos” en la audicién se corresponde con la frecuencia
de los “globitos” en la figura, y recibe el nombre de frecuencia de pulsacién®®, que

20La magnitud fisica que guarda relacién con nuestra sensacién “fisiolégica” de lo fuerte o débil
que es un sonido es la intensidad de la onda, la cantidad de energia que transporta la onda
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representaremos por v,:

Asi,

vy = |1y — 1ol (7.51)

por unidad de area y de tiempo. En una onda sonora armonica, la intensidad es proporcional al
cuadrado de la amplitud de la onda, resultado éste que requeriria una demostracién cuidadosa pero
que no vamos a hacer aqui. Pues bien, cuando se superponen dos ondas de frecuencias parecidas,
oscilando la amplitud de la onda a una frecuencia muy baja, |v; — 12]/2, la intensidad oscila al
doble de frecuencia, y esta magnitud recibe el nombre de frecuencia de pulsacion.
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7.8 Problemas

1.

Sea una onda viajera unidimensional g(z, t) = g(x—uvt) que se propaga respecto
a un sistema de referencia S. Sea S’ un sistema de referencia que se mueve
respecto a .S con velocidad V7' (V' > 0). Demostrar que ¢'(2/,t) es una onda
que se propaga con velocidad |V — v|. ;(Qué condicién debe cumplir V' para
que la onda se propague en el sentido negativo de S’?

Una onda viajera g(z,t) se desplaza en el sentido negativo del eje OX con una
celeridad de 3m/s. Se sabe que para z = 0, g(0,t) = 2/(9+t?). {Cudnto vale
glx=1m,t =2s)?

Respuesta: 9/65.

En un medio S se propaga una onda arménica g = Acos(wt — kz). Hallar la
expresion de la onda en un sistema de referencia S’ que se mueve en el sentido
positivo del eje OX de S a una velocidad constante V. Analizar la expresion
obtenida. ;Cémo son la longitud de onda y la frecuencia de la onda en S’ en
relacién a S7 ;A qué velocidad V' la fase de la onda vista por S’ permanece
constante?

Respuesta: g = Acos[(1 — V/v)wt — ka'], siendo v = w/k; V = v.
Sea la funcién g(z,t) = z* + 4t*. Se pide:

(a) ¢Verifica g(z,t) la ecuacién de ondas?
b) En caso positivo, ;cudl es la velocidad de propagacion? ;Es g(x,t) una
( p ) propag (Es g(z,
onda viajera?
(c) En caso negativo, jcudles son las ondas viajeras cuya superposicién da

lugar a g(z,t)? Represente graficamente g(z,t) para distintos instantes
de tiempo.

5. Una onda viajera transversal que se propaga por una cuerda tensa viene des-

crita por la ecuacién siguiente:

b3
21 — ut)?’

g(x,t):b2+( b>0, u>0.

) ¢Cudl es la velocidad de la onda y su sentido de movimiento?
(c) Comprueba que g(z,t) verifica la ecuacién de ondas.
)

Obtener la velocidad de los puntos de la cuerda parat = 0, y representarla
graficamente. Analizar cualitativamente el movimiento de la onda a partir
de las dos graficas.
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Respuesta: b)u/2 en el sentido positivo de OX; d) dg/dt],_, = 4ubPz/(b* +
41;2)2

En cierto sistema de referencia se observa un fenomeno fisico que queda des-
crito por una onda armoénica que se propaga en la direccién del eje OX. Un
segundo sistema de referencia se mueve también en la direccién del eje OX
respecto al primero y con una aceleracion constante distinta de cero. ;Observa
este segundo sistema de referencia una onda armonica?

Mostrar que cualquier funcién diferenciable g(x,t) = f(t+ ax), siendo a cons-
tante, es solucion de la ecuacion de onda. ;Qué relacion existe entre o y la
velocidad de propagacion?

Una onda armonica de amplitud A = 0.5 cm se propaga en el eje OX, siendo
su frecuencia v = 103 Hz, y su velocidad v = 10% ems™!. Se pide:

(a) La celeridad maxima en cada punto.

(b) La pendiente maxima de la onda para un instante concreto.
Respuesta: (a) 103w cm/s; (b) .

Una onda armoénica de frecuencia v = 400 Hz tiene una velocidad de fase
v = 320ms~'. Determinese:

(a) La separacién espacial entre dos puntos si la diferencia de fase en un
instante dado es, en valor absoluto, 60°.

(b) La diferencia de fase entre dos elongaciones de un mismo punto en dos
instantes separados por un intervalo de tiempo de 1073 s.

Respuesta: (a)0.13m; (b) 0.8.

Se observa la dependencia con el tiempo en dos posiciones x1 = 0my zo = 1m,
de una onda armoénica. Esta dependencia es:

g1(xy =0,t) = 0.2sen3nt ; go(xg = 1,t) = 0.2sen(37t + 7/8).
Se pide:

a) ;Cudl es la amplitud de la onda?

(
(b

)

) Cuél es la frecuencia de la onda?
¢) Cual es la longitud de onda?
(c)

)

(d) ¢Con qué velocidad y con qué sentido se mueve la onda?
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Nota: si consideras que alguna/as de las preguntas del enunciado tiene(n) més
de una respuesta posible debido a que la cantidad de informaciéon que da el
enunciado es limitada, debes indicar todas las posibilidades, razonando tus
conclusiones.

Respuesta: a)0.2; b)1.5 Hz; ¢) Un valor posible de la longitud de onda es
16/17m, si la onda se desplaza hacia la izquierda.

Un diapasoén oscila con una frecuencia de 440 H z, dando lugar a ondas sonoras
de la misma frecuencia. Sila velocidad del sonido en el aire es 340 ms~!, hallar
la longitud de onda del sonido producido.

Respuesta: 0.772m.

La luz se propaga en el vacio con una velocidad de 3 x 108ms~!. Hallar la
longitud de onda correspondiente a la frecuencia de 5 x 10" Hz, que es la
frecuencia de la luz roja del espectro visible.

Respuesta: 6 x 107" m.

Una onda armonica plana se propaga en el espacio en la direccién y sentido del
vector m = 2i'+ 74 2k. Su amplitud es A = 2 cm, su frecuencia v = 510 Hz y
su longitud de onda A = 2/3m. Determinar:

(a) Vector de onda, velocidad de propagacién y frecuencia angular.

(b) Expresién de la onda.

Una onda arménica plana, cuya frecuencia angular es 30 rad/s, tiene sus fren-
tes de onda paralelos al plano 2z + 2y + 2 — 4 = 0. En un instante dado, la
diferencia de fase (en valor absoluto) entre los puntos 7 = km y 7 = 7m es
igual a /3. ;Cudnto vale la velocidad de fase (en m/s)?

Respuesta: 30/mm s,

Sea II un frente de una onda arménica plana, la cual se desplaza segin la
direccién y sentido del vector unitario @ = u,74+u,j4u.k. Se sabe que II tarda

un tiempo 7 en pasar del punto P = (xp, yp, zp) a otro punto Q = (zq, Yg, 2q)-
., Cuanto vale la velocidad de la onda?

Respuesta: v = [uy(xg — xp) + uy(yo — yp) + u.(2g — 2p)]/7.

Una onda armonica plana de frecuencia w se propaga con velocidad v, y su
direccién de propagacién forma los angulos «, 3y v con los ejes OX, OY y
OZ respectivamente. Calcular la diferencia de fase en un instante dado entre
las oscilaciones de los puntos con las coordenadas x1, y1, 21, ¥ T2, Y2, 2o.

Respuesta: Ap = k- (7, —7) = (w/v)[cosa(a — za) +cosB(y1 —ya) +cosy(z1 —

22)].
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Un tren viaja a 180 km/h. Sus ocupantes observan que las ondas transversales
viajeras de un hilo que hay en la tierra viajan a 10m/s en el mismo sentido
que el tren. Si el hilo tiene una densidad lineal de 0.1 kg/m, {con qué fuerza
se tenso?

Nota: la velocidad de propagacién de las ondas en una cuerda uniforme de
densidad lineal A\ sometida a una tensién uniforme 7', viene dada por /T'/\.

Respuesta: 360 N.

Una onda esférica armonica se desplaza desde el origen de coordenadas. En
un cierto instante, la diferencia de fase de las oscilaciones de los puntos de
coordenadas (en metros) (0,1,0) y (1,2,2) es 2m. ;Cuédl es su longitud de
onda?

Respuesta: 2m.

Determinar la intensidad de las ondas de la luz visible a una distancia de
1.5m de una bombilla de 60 WW. Suponer que el 5 por 100 de la potencia de la
bombilla se emite en forma de luz visible, y considerar que la bombilla es una
fuente puntual que emite uniformemente en todas las direcciones a través de
un medio isétropo y no absorbente.

Respuesta: 0.1 W /m?

En un medio isétropo se propaga una onda esférica armonica

1
g(r,t) = ;sen(kr — wt),
siendo k = 27/3m™!, y w = 2w rad/s. Se pide:

(a) Velocidad de propagacion.

(b) Sean dos frentes de onda de superficies Sy (radio ) y S; (radio 7).
Sabiendo que en un instante concreto t, la diferencia de fase en las oscila-
ciones correspondientes a las dos superficies es ¢(rq,t,) — @(11,t,) = 7/3,
y que Sy — S; = 10m m?, calcular 75 y 1.

Respuesta: r1 =9/4m; ro = 11/4m.

Un viajero de un tren, que circula a la velocidad de 72 km/h, observa que
viene un tren en sentido contrario y comprueba que la frecuencia del silbato
de la locomotora de aquél disminuye al pasar, siendo la frecuencia observada
después de pasar los tres cuartos de la observada antes de cruzarse. ;Qué
velocidad lleva el tren que pasa? Nota: témese para la velocidad de fase de
las ondas sonoras 340m/s.

Respuesta: 103.73 km/h.
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22.

23.

24.

25.

26.

Una fuente sonora emite ondas periddicas de frecuencia 300 H z y velocidad de
fase 300 ms~—t. Se pide:

1

(a) Suponiendo que la fuente se mueve a una velocidad de 30 ms™!, ;jcudles

son las longitudes de onda delante y detras de la fuente movil?

(b) {Qué frecuencia percibe un observador, en reposo respecto al medio, que
ve alejarse a la fuente a 30 ms=!?

(¢) Suponiendo que la fuente se encuentra en reposo, y que un observador
percibe una frecuencia de 270 Hz, ;cudl es la velocidad del observador
respecto al medio?

Respuesta: (a)0.90 m; 1.10m; (b) 273 Hz; (¢) 30ms™.

En la féormula del efecto Doppler que se ha deducido en clase, las velocidades de
la fuente y el observador, asi como la velocidad de propagacién de las ondas,
estan referidas al medio. Supongamos ahora que el medio se mueve a una
velocidad V., = vy7’ respecto a otro sistema de referencia, el cual ve moverse a
la fuente y al observador a velocidades V}, = vj,2'y V2, = v7 (7 sigue siendo un
vector unitario en el sentido que va desde la fuente al observador). Demostrar
que la frecuencia percibida por el observador es

V,:yv—vio%—vm’

V—Up+ Un

siendo v la velocidad de propagaciéon de las ondas respecto al medio.

Una sirena emite con una frecuencia vp (Hz). Dicha fuente sonora se aproxima
hacia un observador O en reposo, con una celeridad u (m/s), estando ambas
velocidades referidas al suelo. Se sabe que la velocidad del sonido en el aire
es 340m/s. Hoy hay un fortisimo viento de 100m/s que sopla desde la sirena
hacia el observador. ;Qué frecuencia percibe O7

Respuesta: vp/(1 —u/440).

Una fuente sonora tiene una frecuencia de 10® Hz y se mueve a la velocidad de
30ms~! con respecto al aire. Suponiendo que la velocidad del sonido respecto
al aire es de 340ms~!, hallar la longitud de onda efectiva y la frecuencia
percibida por un observador en reposo respecto al aire y que ve a la fuente:

(a) Alejandose de él.

(b) Acercéandose a él.
Repetir el problema anterior, suponiendo que la fuente esta en reposo respecto
al aire, pero que el observador se mueve con la velocidad de 30m/s. De sus

resultados, jpodria usted concluir que no importa cual de los dos se estda
moviendo?

Respuesta: (a)1.088 x 103 Hz; (b)9.117 x 10% Hz.
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Una fuente inmodvil emite sonido de una cierta frecuencia vp. A ésta se le apro-
xima una pared con una velocidad u = 33 ¢m/s. La velocidad de propagacién
del sonido en el medio es v = 330m/s.

(a) (En qué porcentaje varia la longitud de onda del sonido reflejado por la
pared?

(b) Si vp = 440 Hz, {qué frecuencia de pulsacién percibe un observador en
reposo situado entre la fuente y la pared?

Ayuda: la frecuencia con que emite la pared es igual a la frecuencia que recibe.
Esta es una propiedad general de la reflexion de ondas.

Respuesta: 0.2%; 0.88 s71.

Demostrar que cuando las velocidades de la fuente y el observador verifican
lup| << vy |Jup| << v, siendo v la velocidad de propagacién de las ondas emi-
tidas por la fuente, la relacién entre la frecuencia percibida por el observador
y la emitida por la fuente puede expresarse de la forma siguiente:

Vp — U
o e (142212

(Y

1

Ayuda: usar el desarrollo binomial (1 —z)™" ~ 1+ z, para |z| << 1.

Un tren se mueve con celeridad u respecto a tierra. En el centro del mismo
una bocina emite sonido a una cierta frecuencia. Sean A y B dos pasajeros
situados en cada uno de los extremos del tren. ;Qué relacién existe entre las
frecuencia percibidas por A y B? Analicense por separado los casos en que
el tren estd completamente cerrado, y la situacién en que el tren tiene las
ventanillas abiertas.

Un coche de policia pasa con movimiento uniforme junto a un peatén en reposo,
mientras suena su sirena que tiene una frecuencia vy = 500 Hz. El coche
continia por la calle cuyo extremo final estd bloqueado por una pared alta de
ladrillo, que refleja el sonido. Se sabe que el peaton escucha n = 10 pulsaciones
por segundo. ;Qué velocidad lleva el coche? Dato: témese la velocidad del

sonido igual a 340 ms~!.

Respuesta: 12.2 kmh™".

Un coche de policia pasa con movimiento uniforme a 72km/h junto a un
peatén en reposo, mientras suena su sirena que tiene una frecuencia vp =
2000 H z. Un viento muy fuerte de 40 m/s sopla en la direccién de movimiento
del coche respecto al suelo. El coche contintia por la calle cuyo extremo final
esta bloqueado por una pared alta de ladrillo, que refleja el sonido. ;Qué tono
percibe el peatén? Dato: témese la velocidad del sonido igual a 300ms—? .

Respuesta: 1991 Hz.
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32.

33.

Dos fuentes sonoras, F} y Fy, emiten a frecuencias vp, = 440Hz y vp, =
443 H z respectivamente. Un observador O se aleja de ambas con una velocidad
diez veces més pequena que la velocidad del sonido en el medio. ;Cuantas
pulsaciones escucha O cada diez segundos?

Respuesta: 27.

Dos fuentes de ondas sonoras emiten sendas ondas armoénicas de la misma
amplitud g;(x,t) = Csen2w [t — x;/N;], i = 1,2, siendo vy = 400 Hz y vy =
390 H z. Sabiendo que la velocidad del sonido es 300 ms~?, obtener el término
modulador de la onda resultante parat =0y z = 1m.

Respuesta: 1.99C
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Capitulo 8

CAMPO ELECTROSTATICO

8.1 Introduccién al Electromagnetismo

La propiedad de las particulas responsable de la interaccion electromagnética es la
carga eléctrica. La carga puede ser positiva o negativa (o nula en el caso de que la
particula no tenga carga), estd cuantizada, siendo un miltiplo positivo o negativo
del valor absoluto de la carga del electrén, y se conserva localmente. La unidad
de carga en el sistema internacional es el Culombio (C). Las particulas cargadas,
en reposo o en movimiento respecto a un sistema de referencia inercial OXY Z,
generan el campo electromagnético, que esta representado por dos campos vectoria-
les E(m, Yy, z;t) denominado campo eléctrico, y otro é(m, Yy, z;t) denominado campo
magnético.

Las ecuaciones de Mazwell (segunda mitad del siglo X7X), junto con la fuerza
de Lorentz, representan los postulados del electromagnetismo, siendo validas para
cualquier fenémeno electromagnético'. Las ecuaciones de Maxwell son 4 ecuacio-
nes que gobiernan el comportamiento del campo electromagnético a partir de las
fuentes, densidades de carga y corrientes. En estas ecuaciones, los campos eléctrico
y magnético estas acoplados, de tal modo que forman parte de una realidad tunica
denominada campo electromagnético. Es decir, E y B 1o evolucionan independien-
temente el uno del otro en la situacién general electrodindmica?.

La linealidad de las ecuaciones de Maxwell es la propiedad de las mismas respon-
sable de lo que conocemos como Principio de Superposicion, y que aplicaremos en
los desarrollos tedricos posteriores: el campo debido a una superposicion de fuentes
es la suma de los campos producidos por cada una de las fuentes?.

Vesnse las ecuaciones (1.1) a (1.4), junto con la ecuacién (1.6), del tema 1.

2Los temas que vamos a tratar en esta asignatura, de Electrostdtica y Magnetostatica, corres-
ponden a las situaciones donde las fuentes son las cargas en reposo y corrientes estacionarias. En
esta situacion, las ecuaciones de Maxwell para E y B estén desacopladas.

3Esta propiedad es valida en el vacio, y se aplicard en lo sucesivo. No obstante, en medios
materiales (que no vamos a tratar en este curso) la linealidad o no de las ecuaciones dependerd del
tipo de relaciones constitutivas que se den en el medio.

133
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Las ecuaciones de Maxwell describen el comportamiento del campo electro-
magnético a partir de las fuentes (cargas y corrientes). El campo actia a su vez
sobre las propias cargas, dando lugar a la interaccién electromagnética, que esta
representada por la Fuerza de Lorentz: Si una carga q se encuentra en una posicion
del espacio 7 con una velocidad ¥, donde en cierto instante ¢ los campos eléctrico y
magnético son E (75t) y B (73t), la fuerza que actiia sobre ¢ es

F=q(E+TAB). (8.1)

Las ecuaciones de Maxwell, junto con la Ley de Lorentz, conforman las ecua-
ciones basicas que gobiernan el comportamiento del campo electromagnético y la
interaccion electromagnética. En el sistema internacional, las unidades de E son
Newton dividido por Culombio (N/C) y la unidad de B es el Tesla (T), siendo
1T = 1N/(A.m), donde A (Amperio) representa la unidad de intensidad de corrien-
te y es igual a un Culombio dividido por segundo (14 = 1C/s).

8.2 Leyes de la Electrostatica

La Electrostatica corresponde a una situacion estacionaria, es decir, las cargas se
hallan en reposo respecto a cierto sistema de referencia. El campo eléctrico no
depende del tiempo y recibe el nombre de Campo FElectrostdtico.

En cada punto del espacio P = (z,y, z) hay un campo eléctrico E(a:, y,2),y las
ecuaciones bésicas del electromagnetismo en la situacion electrostatica son:

1. La Ley de Gauss:

“Fl flujo eléctrico® a través de cualquier superficie cerrada S es iqual a la carga

que encierra dicha superficie dividida por la permitividad dieléctrica del vacio,
€0 = 8.854 x 10712 C? /(Nm?).”

fﬁ -d§ = B (8.2)
S €0
2. La segunda ley afirma que el campo electrostatico es conservativo:

“La circulacion del campo eléctrico a través de cualquier curva cerrada C' es
nula.”

4Consideremos una superficie S, y la dividiremos en infinitos elementos infinitesimales. Si
llamamos dS al area infinitesimal de un elemento en torno a un punto P, podemos definir un
vector dS perpendicular a éste, y cuyo médulo es dS. Si E es el valor del eléctrico en P, el
producto escalar E -dS es el flujo elemental que atraviesa dicha superficie. Si sumamos para toda
la superficie, tendremos el flujo total; es decir, la integral de E - dS es el flujo que atraviesa la
superficie. Si se trata de una superficie cerrada, la integral 3§s E-dS representa el flujo total a
través de dicha superficie. En el caso de una superficie cerrada, el sentido vector ds se elige hacia
fuera de la superficie en cada punto.
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E.-dl=0. 8.3
A (83)

Las ecuaciones anteriores constituyen los postulados bésicos de la Electrostatica.
No obstante, hemos de senalar una diferencia fundamental entre ambas: la Ley
de Gauss (ecuacion (8.2)) es vélida en cualquier situacion, y relaciona el campo
eléctrico con las fuentes escalares que lo producen, las cargas, siendo uno de los
cuatro postulados del Electromagnetismo. Por otro lado, la ecuacién (8.3) es valida
en la situacion particular de electrostatica, en la que los campos eléctrico y magnético
estan desacoplados, y el campo eléctrico es conservativo °

Las ecuaciones (8.2) y (8.3) permiten conocer el campo electrostético a partir de
las fuentes (las cargas), asi como el potencial electrostético, que estudiaremos mas
adelante.

8.3 Campo creado por una distribucién de cargas
estacionarias

El principio de superposicién nos permite reducir el problema del calculo del campo
eléctrico de una distribucion de cargas a la siguiente pregunta: ;Cudl es el campo
eléctrico producido por una carga en reposo respecto a cierto sistema de referencia?
Una vez que tengamos la respuesta, el campo eléctrico de cualquier sistema de cargas
estacionarias se obtendra sumando los campos producidos en cada punto por cada
una de las cargas.

Consideremos una carga ¢ situada en una posicion F', y sea P un punto cualquie-
ra. Sea F'P = r la distancia entre ambos puntos, y i, = P /7 el vector unitario
que representa la direccion y sentido que va desde la carga al punto.

A vpartir de la Ley de Gauss (8.2) puede deducirse la expresién del campo
eléctrico. Su expresion es:

- q
E= keT—QUT, (84)

donde k., = 1/(4weg) = 8.99 x 10 Nm?/C? recibe el nombre de constante de Co-
ulomb.
Notese que el campo de una carga puntual tiene las siguientes propiedades:

e Esradial, y su médulo es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que separa la carga del punto campo.

5En la situacién general electrodindmica, el campo eléctrico no es conservativo, lo que se re-
presenta por la ley de induccién de Faraday, donde el lado derecho de (8.3), en vez de ser nulo, es
igual a menos la derivada temporal del flujo magnético a través de cualquier superficie delimitada
por la curva cerrada.

8 F suele denominarse punto fuente y P punto campo.
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q (>0)

Figura 8.1: Campo eléctrico creado por una carga puntual.

e Tiene simetria esférica: en todos los puntos situados a la misma distancia de
F' el médulo del campo es el mismo.

e Sig > 0el campo lleva el sentido F'P, y si ¢ < 0 lleva el sentido PF', es decir,
hacia F.

Para obtener la expresién (8.4), aplicaremos la ley de Gauss. Por simetria, el
campo tiene el mismo modulo en todos los puntos de una superficie esférica de radio
r centrada en F, y lleva direccion radial. En este caso, eligiendo esta superficie
para aplicar la ley de Gauss, y teniendo en cuenta que el vector dS lleva la misma
direccion (radial) que el campo, tenemos:

fE-dS’:fEdS:Ede:ES:Ew?, (8.5)
s s S
de modo que
1
Bam? =L o p=_~— 2 (8.6)
€0 4drey 12
Consideremos a continuaciéon un conjunto de cargas estacionarias, qi, q2, ..., qn,
en las posiciones Fy, Fy, ...., Fiy (vectores de posicién 77,.....7y). El campo eléctrico

en un punto P (vector de posicién 7) es la superposicion de los campos creados en
P por cada una de la cargas. Llamando r; p = F; P,y U, p = Fiﬁ/m, tenemos:

N . .
B=Y Fi= Zk;rg—ap - Zke%(ﬂ 7). (8.7)

8.3.1 Lineas de campo

En electromagnetismo es interesante el concepto de lineas de campo, que se definen
como curvas que son tangentes al campo en cada punto, y cuyo sentido de recorrido
coincide con el del campo eléctrico.
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my

.0

Figura 8.2: Campo eléctrico creado por dos cargas ¢; > 0y ¢ < 0.

En el caso de una carga puntual las lineas de campo son las lineas radiales que
parten de F' (en el caso ¢ > 0) o dirigidas hacia F' (en el caso g < 0). Véase la figura
8.5.

8.4 Potencial Electrostatico

La ecuacion (8.3) representa el cardcter conservativo del campo electrostatico. Esto
implica que, dada una distribucion de cargas estacionarias, existe una funcién escalar
de las coordenadas de cada punto V(7) = V (z,y, 2), de tal modo que’

EdﬂrﬁV:>[@Edﬂ?AV:an—W@) (8.8)
TA

La funcién V() recibe el nombre del potencial electrostdtico, y en el sistema
internacional la unidad de potencial es el Voltio (V). Teniendo en cuenta que

ov ov oV -
dV = —d —d —dz = - dr’ )
Vv o T+ By y+ 5% z=VV .dr, (8.9)
donde
- ov ov oV -
= —7+ —74+ —k 1
vV axH_ 8y]+ 92 (8.10)

es el gradiente del potencial, y usando (8.8), llegamos a:

(E+VV)-di=0 ; Vdif = E=-VV. (8.11)

Se definen las superficies equipotenciales, como los lugares geométricos de los
puntos donde el potencial toma un valor idéntico en todos ellos, es decir:

"La ecuacién (8.8) implica que la integral de E-drfalo largo de una curva cerrada es nula.
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Superficie equipotencial en P

Figura 8.3: El gradiente apunta hacia la direccién de médximo aumento del potencial
(0 = 0). El campo eléctrico apunta hacia la direccién de méxima disminucién del
potencial (0 = m). El caso § = 7/2 corresponde a un desplazamiento sobre la
superficie equipotencial en P.

V(z,y,2z) = V. (8.12)

Dando valores a V|, se obtienen las expresiones de las superficies equipotenciales
caracteristicas del campo electrostatico, para una distribucién de cargas estaciona-
rias. Nétese que hemos introducido dos conceptos geométricos asociados al campo,
las lineas de campo y las superficies equipotenciales, verificindose, como veremos
a continuacion que las lineas de campo son perpendiculares a las superficies equi-
potenciales en cada punto. Para demostrarlo, consideraremos un punto P, donde
el campo es 57 y el elemento infinitesimal de superficie equipotencial que pasa por
P. Si dr’ es un desplazamiento infinitesimal sobre la superficie, es decir, un vector
que va desde P a otro punto @) de la superficie, tal que la distancia PQ = |dr] es
infinitesimal, la variacién del potencial es cero (el potencial es idéntico en P y en
@), de modo que:

dV = —E-di=0 = E=-VV Ldr (8.13)

Por tanto, el campo es perpendicular a la superficies equipotenciales en cada punto.
Como las lineas de campo son paralelas al campo eléctrico en cada punto, deducimos
que las superficies equipotenciales son perpendiculares a las lineas de campo.

Consideremos a continuacién un desplazamiento infinitesimal cualquiera a partir
de un punto P. La variaciéon de potencial es:

AV = VV - di = —E - dF = |VV||dF]cost, (8.14)

donde # es el angulo que forma el gradiente y el desplazamiento. Supongamos
que, fijado |dr] (las infinitas posibilidades constituyen los puntos de una superficie
esférica de radio |dr]), nos preguntamos cudl es el desplazamiento correspondiente a
la maxima variacion del potencial. La respuesta es que, para 6 = 0, es decir, cuando
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q (>0)

Figura 8.4: Potencial creado por una carga puntual.

dr’ es paralelo al gradiente, se tiene la maxima variacién del potencial (dV;,u. =
Vr—Vp). Ahora bien, como E= —ﬁv, el campo eléctrico apunta hacia la direccién
donde se produce la méxima disminucién del potencial (dV,,;, = Vs — Vp). De este
modo, podemos afirmar que:

e El gradiente del potencial apunta hacia la direccion donde se produce el
maximo aumento del potencial.

e El campo eléctrico apunta en la direccion donde se produce la maxima dismi-
nucién de potencial.

8.4.1 Potencial creado por una distribuciéon de cargas

Comenzaremos este apartado calculando el potencial creado por una carga puntual.
Después, aplicando el principio de superposicion, obtendremos el potencial creado
por una distribucién de cargas estacionarias. Notese que, una vez calculado el
potencial, la expresién (8.11) permite calcular el campo electrostatico en todos los
puntos del espacio.

Sea ¢ una carga situada en la posicion F'. El campo en cualquier posiciéon P es
radial (lleva la direccién F'P), y estd dado por la expresién (8.4). Consideremos un
desplazamiento infinitesimal dr, que descompondremos en una parte paralela a ,
y otra perpendicular, es decir: dr = dru, + dr’, . Es sencillo ver que:

AV = —F - dif = —k,~Ldr, (8.15)
r
dado que E - di . = 0. Integrando la expresion anterior, tenemos:

V=tLiv,
T

donde V. es una constante arbitraria. Eligiendo el cero de potencial en el infinito,
V(r = 00) =0, se tiene que V, = 0, de modo que:
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lineas de,campo:\rectas radiales desde O

Figura 8.5: Lineas de campo y superficies equipotenciales correspondientes a una
carga puntual. El campo apunta en la direcciéon donde se produce la maxima dis-
minucion del potencial, justo al contrario que el gradiente, que apunta hacia donde
se produce el maximo aumento del potencial.

Vir) = k% (8.16)

Las superficies equipotenciales son superficies esféricas de centro F. Si ¢ > 0 el
potencial disminuye a medida que r crece, y si ¢ < 0, el potencial aumenta.

Consideremos a continuacion una distribucién de cargas qi, qo, -..., gn €en las po-
siciones Fi, F5...., Fy, y un punto P en la posiciéon 7. Aplicando el principio de
superposicion, el potencial en P sera la suma de los potenciales producidos por cada
una de las cargas. Si llamamos r; p a la distancia entre F; y P, el potencial es:

N N

G o g
V:ZW:ZkeT—Z:Zke%, (817)
i,P i=1

i=1 i=1 |7 — 7'F,

donde 7, representa el vector de posicién de la carga fuente F; respecto a cierto
sistema de referencia.

8.5 Fuerza electrostatica

El efecto del campo sobre las particulas cargadas se representa mediante la fuerza
eléctrica:

F. =qE. (8.18)

Notese que la fuerza eléctrica es paralela al campo eléctrico, y su sentido es igual
(contrario) al de E, en el caso de que g sea positiva (negativa). El campo sélo afecta
a las particulas cargadas, de tal modo que si ¢ = 0, ﬁe = 0. La fuerza y el campo
son paralelos, siendo del mismo sentido si ¢ > 0 y de sentidos opuestos si ¢ < 0.
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Sea E (7) el campo eléctrico creado por un sistema de cargas estacionarias. Si en
la posicion 7 se halla una carga puntual ¢, ésta siente una fuerza que viene dada por
la ecuacién (8.18). Teniendo en cuenta el principio de superposicién para el campo
eléctrico dado por la ecuacién (8.7), y la ecuacion (8.18), deducimos que la fuerza
que sufre una carga por hallarse inmersa en un campo eléctrico es igual a la suma
de las fuerzas que ejerceria cada una de las cargas fuente sobre ella, es decir:

—

Fe=q) Ei=) qEi=) F. (8.19)

=1 =1 i=1

1

<L
N

La ecuacién (8.18) es vélida siempre, independientemente de que el campo sea
electrostatico. Sin embargo, en este caso, el caracter conservativo del campo eléctrico
implica que la fuerza electrostdtica es conservativa, es decir:

F(7) =-VEp ; Ep(e,y,2) =qV(z,y,2). (8.20)

El trabajo realizado por la fuerza electrostatica entre dos posiciones 74 y 75 es:

W= / " di = —AEp = Ep(Fs) — Ep(75). (8.21)
TA

En base a los aspectos que ya se desarrollaron en el apartado anterior, podemos
afirmar que:

e El gradiente de la energia potencial apunta hacia la direccién donde se produce
el maximo aumento de la energia potencial.

e La fuerza electrostatica apunta en la direccién donde se produce la maxima
disminucién de la energia potencial.

8.6 Ley de Coulomb

Un aspecto esencial de la interaccién eléctrica, es que cargas del mismo signo se
repelen, y cargas de signos opuestos se atraen. Este resultado forma parte de una
Ley que representa la interaccion entre dos cargas, conocida como la Ley de Coulomb
(afio 1785): “Dadas dos cargas estacionarias, éstas interaccionan con una fuerza que
es directamente proporcional al producto de las cargas, e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que las separa. Las cargas se repelen si tienen el mismo
signo, y se atraen si tienen signos distintos.”

Para demostrar la Ley de Coulomb®, partiremos de las expresiones (8.4) (campo
creado por una carga) y (8.18) (fuerza electrostdtica). Sean dos cargas ¢; y ¢o en
posiciones P; y P, respectivamente. La fuerza que ¢, ejerce sobre ¢y es

8En el desarrollo tedrico que estamos haciendo es un resultado més de la teoria, aunque tuvo
una importancia capital en el desarrollo de la teoria electromagnética.
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P

Figura 8.6: Ley de Coulomb. Se ha representado un caso en el que las cargas, al
tener signos distintos, se atraen.

o n — ke —
Fy = g B (1) = 6122611%27 (8.22)

., -
donde 15 es el vector unitario Py P, /r1s.
Por otro lado, la fuerza que ¢, ejerce sobre ¢; es:

- — — ke —
Fip = qEa(1) = 612qu Ua, (8.23)
T12
donde 1s; = —U;9. Por tanto:
— — ke -
F21 = —F12 = EEAN U12. (824)

2
T'12
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8.7 Cuestiones y Problemas

1.

Dos cargas positivas q; v ¢ se encuentran en el eje OX, en las posiciones
x1 =d > 0y xy = 0 respectivamente. ;En qué punto z3 del eje OX la fuerza
resultante sobre una tercera carga es nula? Aplicar el resultado obtenido a los
datos numéricos ¢; = 15.0uC'; ¢o = 6.00uC' v d = 2m.

Respuesta: x3 = d(1 — \/q1/q2)/[1 — (¢1/q2)], st ¢1 # qo; x3 = d/2 81 q1 = ¢o.
Aplicaciéon numérica: x3 = 0.775m.

. Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas ¢ y —q, que se encuentran respec-

tivamente en las posiciones 1 = —a y x5 = a del plano OXY. Obtener el
campo eléctrico en un punto del eje OY’, en funcion de la ordenada y. Estudiar
el comportamiento del campo del dipolo para y >> a.

Respuesta: E(y) = 2k.qa/(a® + y?)3/? 7 E(y >> a) & 2k.qa/y> 7.

. Dos cargas ¢ = —q y ¢o = —q se encuentran en el eje OX, en las posiciones

Ty = —a/2y xy = a/2, respectivamente. Una tercera carga g3 = ¢ se encuentra
sobre el eje OY, a una distancia d de ¢; y ¢q2. Obtener el potencial eléctrico
en el origen. Aplicar el resultado obtenido a la situacion ¢ = 14 uC, d = 4 cm,
a=2cm.

Respuesta: V = 22,0 MV; 1MV = 10°V.
El potencial electrostatico creado por una distribucién estacionaria de cargas
estd representado en cierta regién del espacio por la funcién V(z,y, 2) = 3z%y+
y? + yz. Se pide:

(a) Campo eléctrico.

(b) Superficies equipotenciales.

(c) Fuerza sobre una carga ¢ = 2uC' situada en el punto ¥ = 7'+ J.
Respuesta: (¢) F = —2 x 1075(67+ 57+ k) (N).

Sean q; = q y ¢ = —q dos cargas situadas en el eje OX, en las posiciones
r1 =dy xy = —d (d > 0) respectivamente. Calcule el potencial eléctrico en
un punto del eje OX, en funcién de z. Obtenga el campo eléctrico para puntos
muy alejados del dipolo, usando la relaciéon E, = —dV/dx.

Respuesta: V(z) = 2k.qd/(2® — d?); E.(|z| >> d) =~ 4k.qd/x3.

. Demuestre que el potencial electrostatico en un punto P es igual al trabajo

necesario para llevar la unidad de carga desde el infinito hasta P, de forma
cuasiestatica.

Ayuda: calcule el trabajo que una fuerza igual a menos la fuerza electrostatica
(para que la particula no tenga aceleracién) realiza desde el infinito (donde el
potencial es cero), hasta P, sobre una carga unidad.
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10.

11.

12.

13.
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Sea V(7) el potencial electrostédtico creado por un sistema de cargas estacio-
narias respecto a cierto sistema de referencia OXY Z. Considérese una carga
q > 0 situada en una posicién 7. Se sabe que el gradiente del potencial en la
posicién 7 verifica VV (7 = 7)) # 0. Sea F. la fuerza electrostatica sobre g.
Entonces:

i i

[JE-VV(F=7)>0 ; [ JE-VV(F=m)<0 ; [ JF-VV(Ff=7)=0

Sean E (7) y V() el campo y el potencial electrostaticos creados por un sistema
de cargas estacionarias. Sea ¢ una carga puntual. La fuerza electrostatica sobre
¢, apunta hacia la direccién:

D De maximo aumento de V.
D De maxima disminucién de ¢V .

D De maximo aumento de ¢V'.

Tres cargas Q1 = ¢, Q2 = q vy Q3 = —q se sitian en los vértices de un tridngulo
equilatero de lado L. ;Cudl es el médulo de la fuerza total que @1 y Q2 ejercen
sobre Q37

[ VB¢Pke/L? 5[] V3¢Pke/(2L%) 5[] 2V3¢%ke/L?

El potencial eléctrico de una carga puntual en cierto punto P vale 200V, y el
moédulo del campo eléctrico en P vale 200 V/m. ;Cuédnto vale la distancia de
P ala carga?

[(Jim ; []2m ; [ ]3m

Dos cargas puntuales ¢; > 0y go < 0, siendo |q1| > |2, se encuentran en las
posiciones 1 = 0y x5 = 3m del eje OX. Sea EQ = Eg7 el valor del campo
eléctrico producido por las dos cargas en el punto @ = (zg,0,0). Entonces se
puede asegurar que Eg < 0 para cualquier valor de x¢ en el intervalo:

[ ](=00,0) 5 [](0,3) ; [](3,400)

Dos cargas q; v q2, de igual valor absoluto, se encuentran situadas en el eje
OX. La ¢ en el punto de coordenadas (en metros) (—1,0,0), y la g, en el
(+1,0,0). La fuerza neta que ¢; y g2 ejercen sobre una tercera carga negativa,
colocada en el punto (0, 3,0) vale 20’ N. Entonces los signos de las cargas q; y
2 son:

Dlguales. ; Dq1>0yq2<0. ; Dq1<0yq2>0.

Dos cargas ¢ = —q y g2 = —q se encuentran en el eje OX, en las posiciones
r1 = —a/2y xe = a/2, respectivamente. Una tercera carga g3 = ¢ se encuentra
sobre el eje OY, a una distancia d = a de ¢; y ¢2. ;Cuanto vale el potencial
eléctrico en el origen?

[ ] 2k.q(v/3 —6)/(3a)
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[ ] keq(v/2 — 8)/(2a)
[ keq(v/6 —24)/(6a)
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Capitulo 9

CAMPO MAGNETOSTATICO

9.1 Corriente eléctrica

En el tema anterior hemos estudiado el campo electrostatico, producido por cargas
en reposo respecto a cierto sistema de referencia. Vamos a adentrarnos a continua-
cién en el campo magnético, producido por cargas en movimiento, y que actia sobre
cargas que se mueven, seglin se puede observar en la ecuacién (8.1).

Para comenzar vamos a definir el concepto de corriente eléctrica. Consideremos
una distribucion filiforme de corriente, consistente en un hilo de seccion dS por el
que fluye carga. Si en un intervalo de tiempo At atraviesa dS una carga AQ), se
define la intensidad de corriente a partir de

_AQ
AL

En el caso de una corriente estacionaria, I no depende del tiempo, y es la misma
para todos los puntos del hilo, lo que esta relacionado con el principio de conservacion
de la carga!. El sentido de la corriente es, por convenio, el correspondiente al flujo
de carga positiva.

I (9.1)

9.2 Leyes de la Magnetostatica

La Magnetostdatica corresponde al estudio del campo magnético producido por co-
rrientes estacionarias, es decir, independientes del tiempo. Consideraremos el ca-
so mas simple de corrientes filiformes estacionarias. En cada punto del espacio
P = (z,y, z) hay un campo magnético E(x, Y, 2).

Las ecuaciones basicas del electromagnetismo en la situaciéon magnetostatica son:

1Un estudio més riguroso de este tema requiere definir el concepto de densidad de corriente,
cuyo flujo corresponde a la definicién de intensidad de corriente. En segundo curso se estudiara el
concepto de corriente con la rigurosidad y profundidad que requiere, asi como otros aspectos del
electromagnetismo, que hemos dejado fuera de este breve curso introductorio.

147
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1. Laley de inexistencia de fuentes escalares de campo magnético, o ley de Gauss
para el campo magnético:

“El flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada S es nulo.”

fgé -d§ =o. (9.2)

2. La Ley de Ampere:

“La circulacion del campo magnético a través de cualquier curva cerrada C
es igual al producto de la permeabilidad magnética del vacio (py = 4m X
10~"kg.m/C?) y la intensidad que atraviesa cualquier superficie cuyo contorno
es la curva C.”

7( B-di'= ol (9.3)
C

La orientacion de los elementos de superficie, en relacion al sentido de recorrido
sobre la curva C verifica la regla de la mano derecha: si el pulgar apunta
hacia la direccion positiva que representa a los elementos de drea, los dedos al
cerrarse indican el sentido de recorrido sobre la curva.

Las ecuaciones anteriores constituyen los postulados basicos de la Magnetostatica,
de tal forma que, conocidas las distribuciones de corriente, estas ecuaciones son sufi-
cientes para determinar el campo magnético. La ecuacién (9.2) es valida en cualquier
situacion, estatica o dinamica, y es una de las cuatro leyes de Maxwell. Compa-
rando con la ecuacién (8.2), vemos que el campo eléctrico tiene como fuentes las
propias cargas, y la ley de Gauss relaciona el flujo eléctrico con las cargas que en-
cierra la superficie cerrada. No obstante, la ley (9.2) muestra que no existen cargas
magnéticas ¢,,, o sea, fuentes escalares de campo magnético. La inexistencia de
cargas magnéticas implica que las lineas de campo magnético no tienen extremos.

Por otro lado, la Ley de Ampere es vélida solo en situaciones estdticas, y es
equivalente a la ley de Biot-Savart, que vamos a exponer a continuacién?.

9.3 Ley de Biot-Savart

Consideremos una corriente estacionaria I, que fluye por un hilo, representado
geométricamente por una curva C. Definiremos un elemento de corriente a par-
tir del producto dlﬂ7 siendo dl un elemento de la curva C , cuyo sentido coincide con
el de la corriente.

2La ley de Biot-Savart permite obtener el campo magnético producido por cualquier corriente
estacionaria; sin embargo, la ley de Ampere sélo és 1til, a efectos del célculo del campo magnético,
cuando se dan altas propiedades de simetrfa de tal modo que la integral que aparece en (9.3) se
pueda evaluar facilmente.
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—

B (saliente)

/

P

Figura 9.1: Ley de Biot-Savart. El campo en P es saliente (hacia fuera del papel)
suponiendo que la corriente circula por una trayectoria plana.

Ley de Biot-Savart. El campo magnético que produce el elemento de corriente
en un punto P estda dado por la expresion:

. 1dl A @,
dB = @&7 (9.4)

A 72

donde r es la distancia que hay entre el elemento de corriente y P, y u, el vector
unitario que va del elemento de corriente a P. A partir de (9.4) vemos que:

e El campo magnético es perpendicular al elemento de corriente y a 1.

e Su modulo es inversamente proporcional al cuadrado de r.

Para calcular el campo en P debido a un trozo finito de hilo, el que va desde un
punto A a otro B, aplicamos el principio de superposicion:

,uOI /FB df/\ ’ljr

2 Y

(9.5)

7a r

9.3.1 Campo creado por un hilo rectilineo infinito

Consideremos un hilo rectilineo infinito que se extiende por el eje OY, y por el que
circula una corriente /. Por la ley de Biot-Savart vemos que el campo en cualquier
punto P (situado a una distancia a del hilo) es perpendicular al plano que contiene
al hilo y a P. El sentido del campo magnético esta dado por la regla de la mano
derecha: si con el pulgar senalamos la direccion y sentido de la corriente, los dedos
de la mano, al cerrarse, indican el sentido del campo magnético. Por simetria, el
modulo del campo magnético depende sélo de la distancia de P al hilo. Por tanto,
las lineas de campo son circunferencias perpendiculares al hilo y centradas en éste.

Vamos a calcular el campo magnético usando primeramente la ley de Ampere,
y posteriormente la ley de Biot-Savart. La ley de Ampere puede aplicarse para
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Y,

Idy

Figura 9.2: Campo magnético producido por un hilo de corriente.

calcular el campo debido a la elevada simetria. Eligiendo como curva cerrada una
linea de campo, el campo es tangente a la misma y su mdédulo uniforme, de modo
que:

fé-df:f Bdl:Bf dl = B2ra. (9.6)
C C C

Por otro lado, la intensidad que atraviesa cualquier superficie delimitada por C' es
I, de modo que:

Hol

B = ,
2ma

(9.7)

en todos los puntos de C'. En concreto, en el punto P de la figura, el campo es
Bp = —pol /(2ma) k

El mismo resultado puede obtenerse por Biot-Savart: Tomaremos un eje OX
con origen en el hilo y que pasa por P. El elemento de corriente es, teniendo en
cuenta que dl = dyj, Idy7, v di A @, = —dysenfk. Como send = a/r =a/va® + y?,

tenemos:

fol dy
4ma (a® 4 y2)3/2

dB = —dB.k ; dB, = (9.8)

Teniendo en cuenta que® [*2°dy/(a® + y?)*/? = 2, recuperamos el resultado de
la ecuacién (9.7).
9.4 Fuerza magnética
El campo magnético actiia sobre las cargas en movimiento. Si una carga ¢ se en-

cuentra en una posicién del espacio 7 con una velocidad ¢, donde en cierto instante
t el campo magnético es B, la fuerza que actiia sobre ¢ es

SI u
(u2+d2 R Vd2+u?®
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Figura 9.3: Fuerza magnética sobre un elemento de corriente. La fuerza es perpen-
dicular al elemento de corriente y al campo magnético.

Fo, = qi A B. (9.9)

La fuerza magnética es perpendicular a la velocidad de la particula y al campo
magnético, su modulo es proporcional a la celeridad v, a B, y al seno del angulo que
forman vy B:

| Fy| = |q| Bsen. (9.10)

Por otro lado, el sentido de ﬁm es el del producto vectorial de v por B si q>0,
y opuesto si g < 0.

Como la fuerza magnética es perpendicular a la velocidad, no realiza trabajo, y
por tanto no contribuye a la variacién de la energia cinética de la particula:

W = F, - dif = q(T A B) - 9dt = 0. (9.11)

Por tanto si una particula se mueve bajo la accién exclusiva de un campo magnético,
su celeridad no cambia con el tiempo, lo que se deduce de la aplicacion del teorema
de la energia cinética:

dEc = o0W,, =0 = v =cte. (9.12)

Consideremos a continuacién una corriente filiforme, por la que circula una in-

tensidad I, inmersa en el seno de un campo magnético B. La fuerza que ejerce el
campo sobre un elemento de corriente Idl esta dada por la expresién:

dF, = Idl A\ B. (9.13)

Aplicando el principio de superposicién, la fuerza neta sobre un trozo finito de
hilo, entre dos puntos A y B, sera:

P, = / " 1di'A B. (9.14)
TA
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Figura 9.4: Fuerza magnética entre dos hilos de corriente. Se ha representado el caso
en que las corrientes llevan el mismo sentido, dando lugar a una fuerza atractiva.

En el caso de que el campo magnético sea el mismo en todos los puntos del hilo,
y de que el hilo sea rectilineo, la fuerza que ejerce el campo entre dos puntos A y
B, es:

—

E,=1I\B, (9.15)
donde [ = ARB.

9.4.1 Fuerza entre dos hilos de corriente

Consideremos dos hilos de corriente, 1 y 2, infinitos, por los que circulan corrientes
de intensidades I, e I, respectivamente, llevando ambas el mismo sentido. Los hilos
son paralelos, y estan separados por una distancia a. Elegiremos unos ejes OXY Z
como indica la figura. Calcularemos la fuerza que el hilo 1 (2) ejerce sobre un trozo
del hilo 2 (1), de longitud I. Como el campo magnético es uniforme en cada hilo,
podemos aplicar la expresion (9.15). Tenemos:

Fy = Ly A By = LA (—% ) = —”02;@2 7 (9.16)
= ¢ B o tol2 > polilol
Fio= Ll NBy =1l k) = s 1
12 =11li AN By 1]/\(27m ) orq (9.17)

Como puede observarse a partir de (9.16) y (9.17), podemos afirmar que:

“Dos hilos infinitos de corriente por los que circulan intensidades en el mismo
sentido se atraen con una fuerza por unidad de longitud que es directamente pro-
porcional al producto de las intensidades de corriente, e inversamente proporcional
a la distancia que los separa.
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Supongamos a continuacion que las intensidades llevan sentidos opuestos. Por
ejemplo, el sentido de I; es el del eje OY positivo, y el de I5 el del eje OY negativo.
Un céalculo similar al anterior, nos da:

- - - I - I 15l
Py = Ly A By = —LijA (=20 gy = Hoo12ts (9.18)
2ma 2ma
- == o pols polilal
Fio = 6Lli NBy = LITN (——Fk) = — . 9.19
12 141 2 LT ( ona ) ona t ( )

Por tanto:

“Dos hilos infinitos de corriente por los que circulan intensidades en el sentidos
opuestos se repelen con una fuerza por unidad de longitud que es directamente pro-
porcional al producto de las intensidades de corriente, e inversamente proporcional
a la distancia que los separa.
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9.5 Cuestiones y problemas

1.

Calcule el campo magnético producido por una espira circular contenida en
un plano II, de radio R, por la que circula una intensidad I, en el centro C' de
la espira.

Respuesta: |Be| = pol /(2R); Be L 11

Calcule el campo magnético producido por una espira circular de radio R
contenida en un plano II, por la que circula una intensidad I, en un punto P
del eje de la espira que esta situado a una distancia d de su centro C'. Haciendo
d = 0, recupere el resultado del problema anterior. Ayuda: por simetria, el
campo lleva la direccion del eje de la espira.

Respuesta: |Bp| = pol R%/[2(R? + d?)3/2]; Bp L I1.

Calcule el campo magnético en el centro C' producido por un arco circular de
corriente (de dngulo ) perteneciente a una espira de radio R contenida en un
plano II, y por la que circula una intensidad I. Haciendo § = 27 se recupera
el resultado del problema anterior.

Respuesta: |Be| = 11010/ (4 R); Be L 11

Una corriente I circula por un arco circular de centro C', radio R y angulo 6,
y sendos tramos rectilineos que comienzan en los extremos del arco y acaban
en el infinito. ;Cual es el modulo del campo magnético en C?

Respuesta: |Be| = 11010/ (A7 R).

Una espira esta formada por dos arcos circulares concéntricos, de radios R;
y Ry = 2Ry, unidos por sendos segmentos radiales, los cuales forman un
angulo «. La espira transporta una corriente I. Obtener el campo magnético
B en el centro P. ;Cual es la fuerza magnética sobre un electron que se
encuentra en P con una velocidad de médulo v, dirigida segin indica la figura?
LY su aceleracion? Aplicar los resultados obtenidos a los datos numéricos:
I=3.00A, R, =0.600m, a =30°, v =3.00x 10°m s

Nota: pig = 47 x 107" T'm/A4; |q.| = 1.60 x 1072 C; m, = 9.11 x 1073 kg.

Respuesta: d = —%iz —6.90 x 1097 (m s72).
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6. Una espira ABC' tiene forma de sector circular de radio R y angulo agu-
do 0. la espira se encuentra en el plano OXY siendo A(0,0), B(R,0), y
C'(Rcos, Rsenf), y por ella circula una intensidad I en sentido antihorario. Un
campo magnético uniforme B = Bok llena todo el espacio. Se pide: (a) Fuerza
que ejerce el campo sobre los tramos AB, BC'y C'A de la espira. (b) Fuerza
total sobre la espira.

Respuesta: Fap = —IByR}: Fpo = I RBy[sen#i+(1—cosb)jl; Fry = I ByR(costr—
senf)); Fo = 0.

7. Un hilo infinito que se extiende a lo largo del eje OY, transporta una corriente
I en el sentido positivo de OY. Una espira rectangular en el plano OXY, de
vértices A(a,0), B(a + b,0), C(a + b,d) y D(a,d), transporta una corriente
I5 en sentido horario. ;Cudl es la fuerza que el hilo ejerce sobre el lado DC?
., Cual es la fuerza total sobre la espira?

Respuesta: Fpo = polhl 1n[1 + (b/a))7; Figpira = —piol1 Iobd/ [2ma(b + a)] 7

8. Un hilo de corriente infinito, por el que circula una intensidad I, se extiende
desde y = —oo hasta * = +o00, dobldndose en adngulo recto en el origen.
Se pide: (a) Calcular, utilizando la ley de Biot-Savart, el campo magnético
producido en los puntos A(—d,0) y B(0,d). (b) Fuerza que la parte del hilo
que se extiende desde y = —oo hasta y = 0 ejerce sobre el trozo de hilo que se
extiende desde el punto P(a,0) hasta el punto Q(a + b,0).

du u
u2+d2)% d?Vd24u?’

Ayuda: Usese la expresion [ (
Respuesta: B = By = %E; F= “X—fln[l + (b/a)ly:

9. La corriente de la figura transporta una intensidad 7, y el radio de la semicir-

cunferencia, de centro C', es R = a. ;Cual es el médulo del campo magnético
en C7

[ ol (1 + )/ (2ra)
[ ol (1 + )/ (ma)
[ 121 (1 + )/ (wa)

10. Un hilo infinito de corriente se halla en el eje OY', extendiéndose entre y = —o0
y y = +o00. Por el hilo circula una intensidad I, en el sentido positivo de OY'.
En cierto instante una particula de carga positiva ¢ se halla en en la posicién
(x=a>0,y=0,z=0), y con una velocidad ¥ = v, siendo v > 0. {Cudl es el
modulo de la fuerza magnética que actia sobre la particula en dicho instante?

[ ] nolqu/(ma) 5 [ ] polqv/(4ma) 5 [] polqu/(2ma)
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Por dos conductores paralelos circulan corrientes del mismo sentido. La inten-
sidad de la corriente que circula por el conductor 1 vale I; = I, y la intensidad
de la que circula por el conductor 2 vale Iy = 2I, siendo d = 3 la distan-
cia entre ambos. Un electron se mueve en el plano II que contiene a los dos
conductores siguiendo una trayectoria paralela a ambos. Denominese A a la
region de Il comprendida entre ambos conductores. Si la fuerza magnética
neta que los conductores ejercen sobre el electrén es nula, entonces el electrén
se encuentra:

DEn A.

D Fuera de A, y mas cerca de 1 que de 2.
D Fuera de A, y més cerca de 2 que de 1.

La corriente de la figura transporta una intensidad 7, y el radio de la semicir-
cunferencia, de centro C', es R = a. ;Cudl es el modulo del campo magnético
en C7?

[ 1ol(2 +7)/(27a)
[ 1ol (2 +m)/(ma)
[ 1ol(2 +7)/(47a)



Capitulo 10

RELATIVIDAD EN LA FiSICA
CLASICA

10.1 Transformaciones de Galileo y Mecanica

Sea S un sistema de referencia en el que se verifican las leyes de la Mecanica Clésica.
Estos sistemas se denominan inerciales. Cualquier otro sistema S’ que se moviera
de forma arbitraria respecto de S no seria inercial. Efectivamente, supongamos,
para simplificar, que el sistema mecanico que estamos estudiando se reduce a una
particula P de masa m, que supondremos ligada a un sélido 2, y denominaremos 1
y 0 a los s6lidos definidos por Sy S’. Si la fuerza que actia sobre P es F , se tendra:

F = mal = ma. (10.1)
Por otra parte, la cinemética clésica nos ha ensenado que?:
al =al +al + 280 AV, (10.2)
que sustituyendo en (10.1) da:
F=md? +m(@a + 239 A V), (10.3)

lo que nos indica que en S’ no se verifica la segunda ley de Newton debido al segundo
sumando. Ahora bien, este segundo sumando_§e anu_)la siempre que el movimiento
01 sea una traslacién rectilinea uniforme: Vy; = cte. Es decir, S’ es inercial si
se mueve con una traslaciéon uniforme respecto a S. Esto es lo que se conoce como

IGran parte del contenido de estos temas se corresponde con la traduccién al espaiiol de los
capitulos 1y 2 del libro: J. R. Taylor y C. D. Zafiratos, “MODERN PHYSICS FOR SCIENTISTS
AND ENGINEERS”. Prentice-Hall International Editions, 1991, ISBN: 0-13-590431-5.

2Véase la ecuacion (3.5) y la nota 3 al pie de la pagina 32.

157
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AV A,

Figura 10.1: Configuracién estandar de los marcos de referencia

Principio de Relatividad Galileana de la Mecénica Clasica, que podemos re-enunciar
del siguiente modo: Las leyes de la Mecdnica Clasica tienen la misma forma para
todos los observadores con movimiento de traslacion uniforme entre si.

Si en S los sucesos® se caracterizan por las coordenadas x,y,2z v por el tiempo t, y
en S’ por o',y .2’ t', entonces la Relatividad Galileana nos dice que las ecuaciones del
movimiento son invariantes frente a la transformacion G : (z,y, z,t) — (o', y/, 2/, 1),
denominada transformaciéon de Galileo.

Veamos qué forma tiene la transformacion de Galileo. Para simplificar las expre-
siones (aunque los resultados seran absolutamente generales) elegiremos las orien-
taciones de los ejes en S y S’ de modo que los ejes OX y O'X’ tengan la direccion
del movimiento de traslacion rectilinea. Ademas, tomamos los origenes de tiempos
en S y S’ en el instante en que ambos sistemas de referencia coinciden. Este modo
de eleccién de los ejes en S y S’ lo denominaremos, en lo sucesivo, configuracién
estandar.

Ahora, aceptando las ideas clédsicas de espacio y tiempo, y de la figura 10.1, se
deduce la transformacién de Galileo:

y=y
Z =z
t =1t (10.4)

Si lo que queremos obtener es x,y,z,t en funcién de z’, ¥, 2/, ', no tenemos mas que
resolver el sistema (10.4), obteniendo:

x =2 + vt

3En Relatividad un suceso es algo que ocurre en cierto punto del espacio y en cierto tiempo. Por
tanto, se caracteriza por cuatro nimeros: las tres coordenadas del punto y el instante de tiempo
en que sucede.
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y=1v
z =2z
t=t. (10.5)

Obsérvese que (10.5) se podia haber obtenido directamente de (10.4) sin nada
mas que intercambiar el signo de v. Esto es debido a que la relacion entre S y S’ es
la misma que la que hay entre S’ y S salvo el signo de la velocidad relativa.

10.2 Relatividad Galileana y Electromagnetismo

Aunque la Mecéanica Clasica verifica el principio de Relatividad de Galileo, no ocu-
rre lo mismo con el Electromagnetismo. Esto se puede ver tomando las ecuaciones
de Electromagnetismo (ecuaciones de Maxwell) y viendo cémo cambian frente a
una transformacién de Galileo, pero los calculos son bastante complicados y con-
trovertidos. Un procedimiento mas simple es dar por conocido que las leyes del
Electromagnetismo implican que, en el vacio, las perturbaciones electromagnéticas
(la luz) viajan en cualquier direccién con la misma velocidad? ¢, independientemente
del estado de movimiento de las fuentes del campo electromagnético.

Consideremos ahora dos sistemas de referencia S'y S’ en la configuracién estandar,
y supongamos que en S se verifican las leyes del Electromagnetismo, de modo que sus
observadores ven las senales luminosas viajar con velocidad ¢ en cualquier direccion.
Supongamos que un pulso de luz viaja en el sentido positivo del eje x. Entonces,
de acuerdo con la ley clasica de composicion de velocidades, los observadores en S’
veran el pulso moviéndose en el sentido del eje 2/, pero con velocidad ¢ —v. Similar-
mente, un pulso de luz viajando en el sentido negativo del eje x para el observador
S, serfa visto por S’ también viajando en el sentido negativo del eje x’, pero con
celeridad ¢+ v. Por tanto, en S’ la velocidad de la luz variard entre ¢ — v y ¢+ v
segun su direccion de propagacion. En conclusién, las leyes del Electromagnetismo
no seran validas en 5.

La situacion que acabamos de describir era bien comprendida por los fisicos del
final del siglo XIX. En particular, se daba por absolutamente obvio que debia existir
un marco de referencia privilegiado, denominado marco del éter, en el que la luz
viajaba con velocidad ¢ en todas las direcciones. Estos fisicos eran muy mecanicistas
en su visién del mundo, y creian que las ondas de luz debian propagarse a través de
un medio, al igual que las ondas sonoras se propagan en el aire. Pero como la luz se
propaga en el vacio, los fisicos tuvieron que reconocer que el éter debia tener unas
propiedades inusuales.

Los fisicos del siglo pasado pensaban como pensaban. Ahora bien, desde un
punto de vista légico, ante el hecho de que el principio de Relatividad de Galileo

4, _1
€010
del vacio.

~ 3-10%m/s, siendo €y y uo la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética

:
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vale para la Mecanica Clasica pero no para el Electromagnetismo, cabe elegir entre
3 alternativas:

(1) Un principio de Relatividad existe para la Mecanica, pero no para la Elec-
trodindmica. Para esta iltima existe un marco inercial privilegiado (el marco del
éter).

(2) Existe un mismo principio de Relatividad, tanto para la Mecénica como para
la Electrodinamica, pero ésta, en la formulacion de Maxwell, no es correcta.

(3) Existe un mismo principio de Relatividad, tanto para la Mecdnica como para
la Electrodindmica, pero la Mecanica Clasica es incorrecta.

La eleccion entre estas posibilidades s6lo puede hacerse sobre la base de los
resultados experimentales. La alternativa correcta resulté ser la (3), en la forma de
la Teoria Especial de la Relatividad.

De los experimentos que permitieron dilucidar la alternativa correcta solo anali-
zaremos uno, el mas famoso, que permitié eliminar la alternativa (1).

10.3 El experimento de Michelson-Morley

Si se supone que existe un unico marco del éter parece claro que a medida que
la Tierra orbita alrededor del Sol debe moverse respecto del marco del éter. La
deteccion de este movimiento es la tarea que se propuso Michelson, y que realizo
ayudado por Morley entre los anos 1.880 y 1.887.

Se podria pensar en medir la velocidad de la luz respecto de la Tierra en distintas
direcciones. Si se encontraran velocidades distintas se podria concluir que la Tierra
se mueve respecto al éter, y un simple calculo determinaria la velocidad de este
movimiento.

En la practica este experimento es enormemente dificil porque la velocidad de la
luz es enormemente grande (¢ = 3-10%m/s).

Si denominamos v a la velocidad de la Tierra respecto al éter, entonces la ve-
locidad de la luz que observariamos deberia variar entre ¢ — v y ¢ + v. Aunque el
valor de v es desconocido, en promedio deberia ser del mismo orden de magnitud
que la que la velocidad orbital de la Tierra respecto al Sol (v & 3-10*m/s), o incluso
mayor si el Sol también se mueve respecto al éter®.

Vemos que el cambio esperado en las medidas de la velocidad de la luz debido
al movimiento de la Tierra es de una parte en 10%. Esta cantidad era demasiado
pequena para ser detectada mediante medidas directas de la velocidad en aquella
época.

Para evitar la necesidad de tales medidas directas, Michelson disené un inter-
ferometro, que es un aparato en el que un haz de luz es dividido en dos haces
mediante una superficie semirreflectante; los dos haces viajan a lo largo de caminos
perpendiculares y son reunidos de nuevo para formar un patréon de interferencia;

°La velocidad en la superficie de la Tierra debida a su rotacién propia es del orden de 5-10%m/s,
por lo que se puede despreciar frente a la velocidad debida al movimiento orbital.
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Figura 10.2: Interferémetro de Michelson-Morley.

este patron es sensible a las diferencias de velocidad de la luz de los dos caminos
ortogonales, de modo que permite detectar tales interferencias.

La figura muestra un esquema simplificado del interferémetro de Michelson.
Cuando la luz de la fuente llega al espejo semitrasparente M, parte contintia su
camino hacia el espejo M, y la otra parte es reflejada hacia el espejo M;. Los
dos haces reflejados en M; y My vuelven a M, donde vuelven a ser escindidos, de
modo que una parte de cada uno de ellos llega al observador. De este modo, el
observador recibe dos senales, las cuales interfieren constructiva o destructivamente,
dependiendo de sus diferencias de fase.

Para calcular esta diferencia de fase vamos a suponer por el momento que los
dos brazos del interferémetro tienen la misma longitud L. En este caso la diferencia
de fase se deberd a las distintas velocidades con que los haces recorren cada brazo.
Para simplificar las cosas vamos a suponer que el brazo 1 es exactamente paralelo a
la velocidad v de la Tierra. Entonces la luz viajard de M a M; con velocidad ¢ + v
(respecto del interfer6metro) y regresarda de M; a M con velocidad ¢ —v. El tiempo
total empleado en el viaje de ida y vuelta sera:

AR (10.6)
"Tearw Te—v T @ —? '

Es conveniente reescribir esta expresion en términos del cociente § = v/c que
segin hemos visto cabe esperar que sea muy pequeiio, 3 ~ 10~*. En funcién de 8,
(10.6) toma la forma®:

6En el 1ltimo paso de (10.7) se ha usado la aproximacién binomial: (1 + 2)" ~ 1 + nz, vélida
para cualquier n siempre que z < 1.
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2L 1 2L
=~ (1 2). 10.
=T ) (10.7)

Denominaremos # a la velocidad de la luz respecto al interferémetro en el camino
de M a M,. Para un observador en el éter dicha velocidad debe ser ¢. La ley de
composicion de velocidades nos dice que:

C=uU+1, (10.8)

y como u y U son perpendiculares, se sigue que:

u=Vc—v2 (10.9)

Como la velocidad en el viaje de vuelta es la misma, el tiempo total empleado
en recorrer el brazo 2 sera:

TR R S (10.10)
TVEZR IR 27 .

Vemos que las senales que viajan por los dos brazos tardan tiempos diferentes
en volver a M, siendo su diferencia:

L
At =t —ty = =32 (10.11)
C

Si esta diferencia At fuera cero, los dos pulsos llegarian a la vez interfiriendo
constructivamente, con lo que la senal resultante seria brillante. Si At fuera cualquier
miltiplo entero del periodo de la luz, T'= A/c (X es la longitud de onda de la luz), la
interferencia también seria constructiva. Pero si At fuera igual a un multiplo impar
de semiperiodos (At =0'5-T,1'5-T, 2'5-T, ...), la interferencia seria destructiva.
Podemos expresar estas ideas de forma compacta mediante el cociente:

At LE g
T 2 X

(10.12)

N es el nimero de ciclos completos con que los pulsos llegan fuera de fase; es decir,
es el desfase expresado en ciclos.

En la préctica es imposible asegurar que los dos brazos del interferémetro tienen
exactamente la misma longitud, por lo que se producira un desfase adicional debido
a esta diferencia. Para evitar esta nueva complicacién, Michelson y Morley rota-
ron el interferometro 90°, sin dejar de observar el patron de interferencia mientras
movian el aparato. Esta rotacién no deberia afectar al desfase debido a la diferencia
de longitudes de los brazos, pero deberia invertir el desfase debido al movimiento te-
rrestre, ya que ahora seria el brazo 2 paralelo a vy el 1 perpendicular. Por tanto, la
rotacién provocaria un cambio en el desfase igual al doble del dado por la expresion
(10.12):
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2L3?
o

Esto quiere decir que a medida que se girase el interferometro el patron de
interferencia iria cambiando de brillo a oscuro AN veces.

Cuando Michelson y Morley ejecutaron su experimento no observaron despla-
zamiento alguno del patron de interferencia cuando giraron su aparato. Se podria
pensar que hicieron el experimento en un momento en que la Tierra estaba en reposo
respecto al éter, pero que si se repitiera el experimento unos pocos meses después
la velocidad ya no seria cero. Pero el experimento se ha repetido muchas veces en
distintos periodos del ano, cada vez con mayor precision, y el resultado siempre ha
sido el mismo: El patron de interferencia no se modifico al rotar el aparato.

La conclusiéon que cabe extraer del experimento de Michelson y Morley es la
siguiente: En contra de todas las previsiones de la época, la luz viaja siempre con
la misma velocidad en todas las direcciones cuando se observa desde un sistema de
referencia ligado a la Tierra, ain cuando la Tierra tiene diferentes velocidades en
diferentes épocas del ano. Es decir, no existe un tnico marco del éter en el que la
luz viaja con la misma velocidad en cualquier direccion.

Esta conclusién resulté tan sorprendente que debieron transcurrir casi 20 anos
para que comenzara a tomarse en serio. Lo que ocurrié fue que se fueron ideando
sucesivamente distintas teorias alternativas capaces de explicar el resultado del ex-
perimento de Michelson y Morley sin renunciar al concepto del éter. Por ejemplo, en
la teoria del arrastre del éter se suponia que la Tierra en su movimiento arrastraba
al éter, del mismo modo que lo hace con la atmdsfera. En este caso, un observador
terrestre estaria en reposo respecto al éter circundante, y el experimento de Mi-
chelson y Morley daria la misma velocidad de la luz en todas las direcciones en las
distintas épocas del ano. Pero, entonces, la luz proveniente de las estrellas deberia
flectarse al entrar en contacto con la atmoésfera etérea terrestre, lo que contradice
un conocido fenémeno astronémico: la aberracion estelar.

Anélogamente, las distintas teorias alternativas para explicar el resultado del
experimento de Michelson y Morley fueron siendo abandonadas porque no encajaban
con toda la evidencia experimental. Hoy, casi todos los fisicos estan de acuerdo en
que Michelson y Morley no pudieron detectar el movimiento de la Tierra respecto
al marco del éter porque el marco del éter no existe. La primera persona que acepto
esta conclusiéon, desarrollando sus consecuencias hasta el punto de crear una nueva
teoria, fue Einstein. A esta teoria, la Relatividad Especial, dedicaremos los dos
préximos capitulos.

AN = (10.13)
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Capitulo 11

EL ESPACIO Y TIEMPO DE LA
RELATIVIDAD

11.1 Los postulados de la Relatividad

Hemos visto que las ideas clasicas de espacio y tiempo conducian a dos conclusiones:

1.- La leyes de la Mecénica Newtoniana se cumplen en una familia completa de
sistemas de referencia, cada uno de los cuales se mueve uniformemente respecto a
cualquier otro.

2.- Sélo puede haber un sistema de referencia en el cual la luz viaja a la misma
velocidad ¢ en todas las direcciones (y, mas generalmente, en las que todas las leyes
del Electromagnetismo son vélidas).

El experimento de Michelson-Morley y otros numerosos experimentos en los
ultimos cien anos han mostrado que la segunda conclusion es falsa. La luz viaja
con velocidad ¢ en todas las direcciones en muchos sistemas de referencia diferentes.

La teoria de la Relatividad Especial de Einstein esta basada en la aceptacion de
este hecho. Einstein propuso dos postulados, o axiomas, expresando su conviccion
de que todas las leyes fisicas, incluyendo Mecanica y Electromagnetismo, deberian
ser validas en una familia completa de sistemas de referencia. A partir de estos dos
postulados ¢l desarrollé su Teoria Especial de la Relatividad.

Antes de establecer los dos postulados de la Relatividad es conveniente ampliar
la definicién de un sistema inercial.

Un sistema inercial es cualquier sistema de referencia (es decir, sistema de
coordenadas x,y,z y tiempo t) donde se cumplen todas las leyes de la Fisica en su
forma mas simple.

Notese que aun no hemos dicho qué son “todas las leyes de la Fisica”; en gran
parte Einstein uso sus postulados para deducir cuales podian ser las leyes correctas
de la Fisica. Resulta que una de las leyes que sobrevive de la Fisica Clasica a
la Relatividad es la primera ley de Newton. Asi, nuestros recientemente definidos
sistemas inerciales son de hecho los familiares sistemas “desacelerados”, donde un
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cuerpo sobre el que no actia ninguna fuerza se mueve con velocidad constante.
Como antes, un sistema de referencia ligado a la Tierra es un sistema inercial (hasta
el grado en que ignoremos las pequenas aceleraciones debidas a la rotacién de la
Tierra y al movimiento orbital); un sistema de referencia ligado a una mesa giratoria
rotando rapidamente no es un sistema inercial.

Notese también que al definir un sistema inercial hemos especificado que las
leyes de la Fisica deben cumplirse “en su forma mas simple”. Esto es porque uno
puede algunas veces modificar las leyes fisicas de modo que se cumplan también en
sistemas no inerciales. Por ejemplo, introduciendo una fuerza centrifuga ficticia uno
puede hacer que las leyes de la Estéatica sean vélidas en un sistema rotatorio. Es
para excluir este tipo de modificacién para lo que hemos anadido la calificacién “en
su forma mas simple”.

El primer postulado de la relatividad afirma que hay una familia completa de
sistemas inerciales:

PRIMER POSTULADO DE LA RELATIVIDAD

Si S es un sistema inercial y si un segundo sistema inercial S’ se mueve
con velocidad constante respecto a S, entonces S’ es también un sistema
inercial.

Podemos reenunciar este postulado para decir que las leyes de la Fisica son
invariantes cuando cambiamos desde un sistema de referencia a un segundo sistema
que se mueve uniformemente respecto al primero. Esta propiedad es familiar en la
Mecéanica Clasica, pero en Relatividad se postula para todas las leyes de la Fisica,
no solo la Mecénica Clasica.

El primer postulado a menudo es parafraseado como sigue: “No hay nada se-
mejante al movimiento absoluto”. Para entender lo que significa, considérese un
sistema S’ unido a un cohete moviéndose a velocidad constante respecto a un sis-
tema S anclado a la Tierra. La cuestion que queremos preguntar es: ;Hay algin
sentido cientifico con el que podamos decir que S’ estd realmente moviéndose y que S
es realmente estacionario (o, quizas, al revés)? Si la respuesta fuese “Si”, podriamos
decir que S esta en reposo absoluto y que cualquier cosa moviéndose respecto a S
estd en movimiento absoluto. Sin embargo, el primer postulado de la Relatividad
garantiza que esto es imposible: Todas las leyes observables por un cientifico ligado a
la Tierra en S son igualmente observables por un cientifico en el cohete S’; cualquier
experimento que pueda ser realizado en S puede ser igualmente realizado en S’.
Asi, ningtin experimento puede mostrar que un sistema esta realmente moviéndose.
Respecto a la Tierra, el cohete estd moviéndose; respecto al cohete, la Tierra esta
moviéndose; y esto es todo lo que podemos decir.

Atn otra forma de expresar el primer postulado es decir que entre la familia
de sistemas inerciales no hay “sistema preferido”. Es decir, la Fisica no elige un
sistema inercial particular para ser de alguna manera mas especial que cualquier
otro sistema.

El segundo postulado identifica una de las leyes que se cumplen en todos los
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sistemas inerciales:

SEGUNDO POSTULADO DE LA RELATIVIDAD

En todos los sistemas inerciales, la luz viaja a través del vacio con la
misma velocidad, ¢ = 299792.458 m/s en cualquier direccién.

Este postulado es, por supuesto, la expresién formal del resultado de Michelson-
Morley. Podemos decir brevemente que se afirma la universalidad de la velocidad
de la luz c.

El segundo postulado va en contra de nuestra experiencia normal. Sin embargo,
es ahora un hecho experimental firmemente establecido. Cuando exploremos las
consecuencias de los dos postulados de la Relatividad vamos a encontrar varios efec-
tos inesperados que pueden ser dificiles de aceptar al principio. Todos estos efectos
(incluyendo el segundo postulado en si mismo) tienen la peculiar propiedad de que
llegan a ser importantes solo cuando los cuerpos viajan a velocidades razonable-
mente cercanas a la velocidad de la luz. Bajo condiciones normales, a velocidades
terrestres, estos efectos simplemente son de magnitud despreciable. En este sentido,
ninguna de las sorprendentes consecuencias de la Relatividad de Einstein contradice
realmente nuestra experiencia diaria.

11.2 Medicion del tiempo

Antes de que comencemos a explorar las consecuencias de los postulados de la Rela-
tividad tenemos que decir algo sobre la medicion del tiempo. Vamos a encontrar que
el tiempo de un suceso puede ser diferente cuando se mide desde diferentes sistemas
de referencia. Siendo este el caso, debemos primero estar bastante seguros de que
sabemos lo que queremos decir por medicién del tiempo en un tinico sistema.

Esta implicito en el segundo postulado de la Relatividad, con su referencia a
la wvelocidad de la luz, que podemos medir distancias y tiempos. En particular,
suponemos admitido que tenemos acceso a varios relojes precisos. Estos relojes no
tienen que ser todos iguales; pero cuando todos son llevados al mismo punto en el
mismo sistema inercial y son sincronizados deben, por supuesto, coincidir.

Consideremos ahora un tnico sistema inercial S, con origen O y ejes OXY Z.
Imaginemos una observadora sentada en O y equipada con uno de nuestros relojes.
Usando su reloj, la observadora puede cronometrar facilmente cualquier suceso, co-
mo una pequena explosion, en la proximidad inmediata de O, puesto que verd (o
escuchard) el suceso en el momento que ocurra. Cronometrar un suceso lejos de
O es mas dificil, ya que la luz (o el sonido) del suceso tiene que viajar a O antes
de que nuestra observadora pueda sentirlo. Para evitar esta complicacion, dejamos
a nuestra observadora contratar un gran nimero de colaboradores, a cada uno de
los cuales equipa con un reloj preciso y le asigna una posicion fija y conocida en el
sistema de coordenadas S, como se muestra en la figura 11.2.

Una vez que los ayudantes estan en posicién, ella puede comprobar que sus relojes
siguen sincronizados haciendo a cada ayudante enviar un rayo de luz en un momento
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determinado; como la luz viaja a la velocidad conocida ¢ (segundo postulado), ella
puede calcular el tiempo en el que la luz alcanza O y, por lo tanto, comprobar el
estado del reloj del ayudante.

Con suficientes ayudantes, estacionados lo suficientemente cerca unos de otros,
podemos decir que hay un ayudante cerca de cualquier suceso para cronometrarlo,
efectiva e instantaneamente. Una vez que lo ha cronometrado puede, en su tiempo
libre, informar a todos los demads del resultado por cualquier medio conveniente (por
teléfono, por ejemplo). De esta forma, a cada evento se le puede asignar un tiempo
t, como medido en el sistema S.

Cuando hablamos de un sistema inercial S siempre tendremos en mente un sis-
tema de ejes OXY Z y un equipo de observadores que estan estacionados en reposo
a lo largo de S y equipados con relojes sincronizados. Esto nos permite hablar de
la posicién R = (z,y, z) y el tiempo ¢ de cualquier suceso, respecto al sistema S.

11.3 La Relatividad del tiempo. Dilataciéon del
tiempo

Estamos ahora listos para comparar medidas de tiempos hechas por observadores en
dos sistemas inerciales diferentes. Para este fin imaginamos dos sistemas familiares,
S (ligado a tierra) y S’ (ligado a un tren que se mueve a velocidad constante v
respecto a tierra). Consideremos un “experimento imaginario” en el que hay un
observador en reposo en el tren, sentado en el suelo del vagén, bajo un espejo
montado en el techo, que se encuentra a una altura h. Visto desde el sistema S’
(fijado al tren) un pulso de luz viaja directo al espejo y es reflejado al llegar a
este, volviendo a su punto de partida en el suelo. Podemos imaginar una célula
fotoeléctrica preparada para dar un “beep” audible cuando la luz vuelve. Nuestro
objetivo es averiguar el tiempo, medido en cada sistema, entre los dos sucesos: el
“flash” cuando la luz deja el suelo y el “beep” cuando vuelve. Nuestro experimento,
visto desde el sistema S’, se muestra en la figura 11.2.

Puesto que S’ es un sistema inercial, la luz viaja una distancia total 2k a velo-
cidad c. Por consiguiente, el tiempo del viaje completo es:
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Este es el intervalo de tiempo que un observador en el sistema S’ medird entre
el “flash” y el “beep”.

El mismo experimento, visto en el sistema inercial S (tierra), se muestra en la
figura 11.3.

En este sistema la luz viaja a lo largo de los dos lados AB y BC' del tridngulo
mostrado. Si denotamos como At el tiempo del viaje completo, medido en S, el
tiempo para ir desde A hasta B es At/2. Durante este tiempo el tren viaja una
distancia vAt/2, y la luz, moviéndose con velocidad ¢, viaja una distancia cAt/2.
Notese que es aqui donde aparecen los postulados de la Relatividad; hemos tomado
la velocidad de la luz como ¢ tanto en S como en S’. Las dimensiones del triangulo
rectangulo ABD son, por consiguiente, como se muestra en la figura 11.4.

Aplicando el teorema de Pitigoras vemos que':

ot

vAt
(= —

2

L Aqui estamos considerando que la altura h del tren es la misma medida en cada sistema, S o
S’. Probaremos que esto es correcto en un apartado posterior.

)2 =02+ ()% (11.2)
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Figura 11.4: Dimensiones del tridngulo ABD.
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o (11.4)
de la velocidad del tren, v, a la velocidad de la luz, c¢. El tiempo At es el que los
observadores en S mediran entre el “flash” y el “beep”.

Lo més importante y sorprendente sobre las dos respuestas (11.1) y (11.3) es que
no son iguales. El tiempo entre los dos sucesos, el “flash” y el “beep” es diferente,
medido en los sistemas S y S’. Especificamente,

At
At = i (11.5)

Hemos alcanzado este resultado para un “experimento imaginario” que consis-
tiera en un haz de luz reflejado hasta una fotocélula. Sin embargo, la conclusién se
aplica a cualesquiera dos eventos que ocurran en el mismo sitio en el tren, no hace
falta que se trate de luz. Suponed, por ejemplo, que dejamos caer un cuchillo en
la mesa y un momento después dejamos caer un tenedor. En principio, al menos,
podriamos preparar un haz de luz para que surgiera en el momento que el cuchillo
aterriza, y podriamos colocar un espejo para reflejar la luz de modo que llegase justo
cuando el tenedor aterriza. La relacién (11.5) debe, entonces, aplicarse a estos dos
sucesos. Ahora bien, las caidas del cuchillo y del tenedor no pueden estar afectadas
por la presencia o ausencia de una lampara de flash y una fotocélula; asi, ninguno
de los tiempos At o At’ pueden depender de si realmente hicimos el experimento
con la luz y la fotocélula. Por tanto, la relacién (11.5) se mantiene para cualesquiera
dos sucesos que ocurran en el mismo lugar del tren.

La diferencia entre los tiempos medidos At y At’ es una consecuencia directa del
segundo postulado de la Relatividad (en Fisica Clasica, At = At/, por supuesto).
Se deberia evitar pensar que los relojes en uno de nuestros sistemas deben estar
funcionando mal de alguna manera; al contrario, era una parte central de nuestra
argumentacion el que todos los relojes estaban bien. Més atun, nuestra argumenta-
cién no hacia referencia al tipo de relojes usados. Asi, la diferencia (11.5) se aplica
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a todos los relojes. En otras palabras, el “tiempo en si” medido en los dos sistemas
es diferente. Discutiremos la evidencia experimental de este hecho sorprendente en
breve.

Varias propiedades de la relacién (11.5) merecen comentario. Primero, si nuestro
tren estd realmente en reposo (v = 0), entonces = 0y (11.5) nos dice que At = At'.
Maés atn, a velocidades terrestres normales, v < ¢y 8 < 1; asi, la diferencia entre
Aty At' es muy pequena.

EJEMPLO 9.1 El piloto de un jet que viaja a 300 m/s constantes envia un
timbrazo a la cabina para que suene a intervalos de exactamente 1 hora (medida en
el avion). ;Cudl serd el intervalo entre dos timbrazos sucesivos medidos por dos ob-
servadores convenientemente situados en tierra? (Ignorar los efectos del movimiento
de la Tierra; es decir, considerar la Tierra como un sistema inercial).

El intervalo requerido entre dos timbrazos viene dado por (11.5), con At' =1
hora y 3 =v/c=107%. Asi

At
At = ﬁ ~ 1'0000000000005 horas. (11.6)
La diferencia entre los dos tiempos medidos es 5 10713 horas o 1°8 nanosequndos
(un nanosegundo, o ns, es 107° s). jEs fdcil ver por qué los fisicos cldsicos no se
han dado cuenta de este tipo de diferencial

La diferencia entre At y At’' crece cuando v aumenta. En los modernos acelera-
dores de particulas es normal obtener electrones y otras particulas con velocidades
de 0'99¢ y més. Si imaginamos repetir nuestro experimento con el sistema S’ ligado
a un electrén con 3 = 0’99, entonces (11.5) da

A= B rar (11.7)
1 — (0r99)2

Diferencias tan grandes como ésta son observadas rutinariamente por los fisicos
de particulas, como discutiremos en la préxima seccion.

Si pusiéramos v = ¢ (es decir, # = 1), en la ecuacién (11.5) obtendriamos el
absurdo resultado At = At'/0; y si pusiéramos v > ¢ (es decir, 5 > 1), obtendriamos
una respuesta imaginaria. Estos resultados ridiculos indican que v siempre debe ser
menor que c:

v <ec. (11.8)

Este es uno de los resultados méas profundos de la Relatividad de Einstein: “La
velocidad de cualquier sistema inercial respecto a cualquier otro sistema
inercial siempre debe ser menor que ¢”’. En otras palabras, la velocidad de
la luz, ademas de ser la misma en todos los sistemas inerciales, emerge como limite
universal de velocidad para el movimiento relativo de sistemas inerciales.
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El factor 1/4/1 — 3% que aparece en (11.5) surge en tantas férmulas relativistas
que tradicionalmente se le da su propio simbolo, ~:

_ 1 B 1
TTVI=F T i fer

Puesto que v es siempre mas pequena que ¢, el denominador en (11.9) es siempre
menor o igual a 1 y, por tanto:

(11.9)

v > 1. (11.10)

El factor 7y es igual a 1 si v = 0. Cuanto mayor hagamos v, mayor llega a ser ~;
y si v se aproxima a c, el valor de v aumenta sin limite.
En términos de 7, (11.5) puede ser reescrita:

At = yAt > At (11.11)

Es decir, At es siempre mayor o igual a At’. Esta asimetria puede parecer
sorprendente, e incluso violar los postulados de la Relatividad, puesto que sugiere
un papel especial para el sistema S’. De hecho, sin embargo, asi es justo como
deberia ser. En nuestro experimento, el sistema S’ es especial, puesto que es el
unico sistema inercial donde los dos sucesos -el “flash” y el “beep”’- ocurren en el
mismo lugar. Esta simetria estaba implicita en las figuras 11.2 y 11.3, que mostraban
un observador midiendo At (puesto que ambos sucesos ocurrian en el mismo lugar
en S’) y dos observadores midiendo At (puesto que los dos sucesos eran en lugares
diferentes en S). Para enfatizar esta asimetria el tiempo At’ puede ser renombrado
como Aty y (11.11) reescrita como

El subindice 0 en Atj indica que Aty es el tiempo indicado por un reloj que esta
en reposo en el sistema especial donde los dos sucesos ocurrian en el mismo lugar.
Este tiempo es llamado a menudo tiempo propio Aty. El efecto que se da en (11.12)
es llamado dilatacion del tiempo.

El tiempo propio Aty es el tiempo indicado por el reloj en el tren en movimiento
(movimiento respecto a S), es decir, At es el tiempo mostrado por los relojes en
reposo en tierra (sistema S). Puesto que Aty < At, la relacién (11.12) puede ser
parafraseada diciendo que “un reloj que se mueve se observa que funciona maés
lentamente”.

Finalmente deberiamos resaltar la simetria fundamental entre cualesquiera dos
sistemas inerciales. Elegimos llevar a cabo nuestro experimento con el “flash” y
el “beep” en un punto del tren (sistema S’), y encontramos que At > At'. Sin
embargo, podriamos haber hecho las cosas al revés: si un observador ligado a tierra
(en reposo en S) hubiera realizado el mismo experimento con un haz de luz y un
espejo, el “flash” y el “beep” hubieran ocurrido en el mismo punto en tierra y
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habriamos encontrado que At' > At. El gran mérito de escribir la férmula de la
dilatacién del tiempo en la forma (11.12), At = yAty, es que evita el problema
de recordar qué sistema es S y cudl S’; el subindice 0 siempre identifica el tiempo
propio, medido en el sistema en el que los dos sucesos ocurren en el mismo punto.

11.3.1 Evidencia experimental de la dilatacién del tiempo

En su articulo original sobre la Relatividad, Einstein predijo el efecto que ahora
es llamado dilatacion del tiempo. En esa época no habia evidencia para apoyar
la prediccion, y pasarian muchos anos antes de que alguna estuviera proxima. De
hecho, sélo recientemente, con la llegada de los relojes atémicos, la verificacion
directa usando relojes hechos por el hombre ha sido posible.

La primera prueba de este tipo fue llevada a cabo en 1971. Cuatro relojes
atémicos portatiles fueron sincronizados con un reloj de referencia en el Observatorio
Naval de EE.UU. en Washington. Estos cuatro relojes fueron llevados alrededor del
mundo en un avion y devueltos al Observatorio Naval. La discrepancia entre el reloj
de referencia y los relojes portétiles después de su viaje fue predicha (usando la
Relatividad) como

275 + 21ns, (11.13)

mientras que la discrepancia observada (promediada entre los cuatro relojes portétiles)

era’

273 £+ Tns. (11.14)

Debemos mencionar que el excelente acuerdo entre (11.13) y (11.14) es més
que una prueba de la diferencia del tiempo (11.12), predicha por la Relatividad
Especial. Los efectos gravitacionales, que requieren del empleo de la Relatividad
General, contribuyen en gran parte a la discrepancia predicha (11.13). Asi, este
bonito experimento es una confirmacién de la Relatividad General y de la Especial.

Pruebas mucho mas simples de la dilatacion del tiempo, y pruebas incluyendo
dilataciones mucho mayores, son posibles usando los relojes naturales dados por
particulas subatémicas inestables. Por ejemplo, el mesén cargado 7, o pion, es
una particula que se forma en colisiones entre muchos nicleos atémicos moviéndose
rapidamente. El pion tiene un tiempo medio de vida definido, tras el cual se desin-
tegra en otras particulas subatomicas, y uno puede usar esta vida media como un
tipo de reloj natural.

2La prueba realmente fue llevada a cabo dos veces, volando una vez al Este y otra al Oeste, con
acuerdo satisfactorio en ambos casos. Los resultados dados aqui son del méas decisivo vuelo hacia
el Oeste. Para més detalles, ver J. C. Hafele y R. E. Keating, Science, vol. 177, p.166 (1.972).
Puesto que la precision de este experimento original ha sido cuestionada, debemos enfatizar que el
experimento ha sido repetido muchas veces, con precisién mejorada, y ahora no hay duda de que
las observaciones apoyan las predicciones de la Relatividad
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Una forma de caracterizar la duraciéon de la vida de una particula inestable es la
semivida?® t; /2, que es el tiempo tras el cual la mitad de una gran cantidad de las
particulas en cuestion habra desaparecido. Por ejemplo, la semivida del pion es

tip =18 107%s. (11.15)

Esto significa que si uno empieza en t, con Ny piones, entonces tras 1’8 107% s
la mitad de ellos se habrdn desintegrado y sélo quedardn Ny/2. Tras otros 1’8 1078
s, la mitad de esos Ny/2 habran desaparecido y sélo quedaran Ny/4. Tras otros
1’8 1078 s, s6lo Ny/8 quedardn. Y asi sucesivamente. En general, después de n
semividas, t = n ty/,, el nimero de particulas que quedan serd No/2".

En los laboratorios de fisica de particulas los piones son producidos en gran
numero de colisiones entre protones (los nicleos de los dtomos de hidrégeno) y otros
ntcleos varios. Es normalmente conveniente llevar a cabo los experimentos con los
piones a una buena distancia de donde son producidos, y a los piones se les permite,
por tanto, ir por una tuberia de evacuacion al area experimental. En el Fermilab,
cerca de Chicago, los piones se hacen viajar muy cerca de la velocidad de la luz,
siendo un tipico valor v = 0'9999995¢, y la distancia que deben viajar hasta el
area experimental es sobre L = 1km. Vamos a considerar el vuelo de estos piones,
primero desde la (incorrecta) visién clésica sin dilatacién del tiempo, y luego desde
la (correcta) visién relativista.

Visto desde el laboratorio, el tiempo de vuelo de los piones es:

L 103m
v 3 108m/s

Un fisico clasico, despreocupado por cualquier nocién de la relatividad del tiem-
po, compararia éste con la semivida (11.15) y calcularfa que T' = 183t; 5. Es decir, el
tiempo requerido para que los piones alcancen el area experimental es 183 semividas.
Por consiguiente, si Ny es el niimero original de piones, el niimero que sobrevivira
al viaje serfa N = Ny /23 ~ (82 10750) Ny. Para propésitos practicos ningiin pién
alcanzaria el area experimental. Esto seria obviamente un modo absurdo de hacer
experimentos con piones, y no es lo que ocurre realmente.

En Relatividad, lo sabemos ahora, el tiempo depende del sistema en el que se
mide, y debemos considerar cuidadosamente los sistemas a los que se refieren los
tiempos Ty t12. El tiempo T" en (11.16) es, por supuesto, el tiempo de vuelo de los
piones medido en un sistema ligado al laboratorio. Para enfatizar esto reescribimos
(11.16) como

=333 107 %s. (11.16)

7ﬂlaboratom'o = 3/3 10_63- (1117)

Por otra parte, la semivida ¢, = 18 10785 se refiere al tiempo “visto” por
los piones; es decir, ¢/, es la semivida medida en un sistema ligado a los piones,

3Una caracterizacién alternativa es la vida media 7, que difiere de t; /2 por un factor constante:
T = t1/2/ In 2.
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el sistema de reposo de los piones (este es un hecho experimental: las semividas
dadas por los fisicos son las semividas propias, medidas en el sistema en el que las
particulas estdn en reposo). Para enfatizar esto, escribimos (temporalmente):

t1/2( reposo m) = 1'8 107%s. (11.18)

Vemos que el argumento cldsico anterior usaba dos tiempos 1"y t; /9, medidos
en sistemas inerciales diferentes. Un argumento correcto debe funcionar consisten-
temente en un sistema unico, por ejemplo, el sistema del laboratorio. La semivida
medida en el sistema del laboratorio viene dada por la férmula de la dilatacion
del tiempo como 7y veces la semivida (11.18). Con [ = 09999995 es fécil ver que
v = 1000 y por tanto que

t1 5 laboratorio = 7 t1/2( reposo m) = 1000 (1’8 107%s) = 1'8 10™%s.  (11.19)

Comparando (11.17) y (11.19) vemos que T 14horatorio ~ 02 t1 /2 laboratorio”
Es decir, el vuelo de los piones por la tuberia dura sélo un quinto de la semivida
relevante. En este tiempo se pierden muy pocos piones, y casi todos alcanzan el area
experimental (el niimero que sobrevive es N = Ny/2%2 ~ 0’9 Np). Esto es lo que
pasa realmente en todos los laboratorios de Fisica de Particulas, y que constituye una

fuerte evidencia de la relatividad del tiempo, como predijo primeramente Einstein
en 1.905.

EJEMPLO 9.2 La particula lambda (A) es una particula subatomica inesta-
ble que se desintegra en un proton y un pion (A — p+ 7) con una semivida de
tip =17 1071%s. Si varias lambdas son creadas en una colision nuclear, todas con
velocidad v = 0'6¢, scudnto viajardn antes de que la mitad de ellas desaparezcan?

La semivida medida en el laboratorio es 7y 112 (puesto que tij2 es la semivida

propia, medida en el sistema en reposo de A). Por tanto, la distancia pedida es
vy tij2. Con 3 =06,

1
= ——— =125 11.20
y la distancia requerida es
distancia = vty n = (1'8 10%m/s)1'25(1'7 10~"s) = 3'8 em. (11.21)

Ndétese como incluso con velocidades tan grandes como 0'6¢ el factor v no es
mucho mayor que 1, y el efecto de la dilatacion del tiempo no es dramdtico. Notese
también que una distancia de unos pocos centimetros es mucho mas facil de medir
que un tiempo del orden de 1071%s; asi, la medida de la longitud recorrida por una
particula inestable es a menudo la forma mds facil de hallar su semivida.
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Figura 11.5: Visto desde S el tren se mueve una distancia vAt hacia la derecha.
Visto desde S’ el sistema S y el observador () se mueven una distancia vAt’ hacia
la izquierda.

11.4 Contraccion de la longitud

Los postulados de la Relatividad nos han llevado a concluir que el tiempo depende
del sistema de referencia en el que se mide. Ahora podemos usar este hecho para
mostrar que lo mismo debe aplicarse a las distancias. La distancia medida entre dos
sucesos depende del sistema de referencia respecto al que se mide. Mostraremos esto
con otro “experimento imaginario”. En el andlisis de este experimento ideal sera
importante reconocer que, incluso en Relatividad, la familiar relaciéon cinematica
distancia = velocidad x tiempo es véalida en cualquier sistema inercial (con todas las
cantidades medidas en ese sistema), puesto que es sélo la definicién de la velocidad
en ese sistema.

Imaginemos de nuevo nuestros dos sistemas, S fijo al suelo y S’ fijo a un tren
que viaja a velocidad v respecto al suelo; y ahora imaginemos observadores en S
y en S’ midiendo la longitud del tren. Para un observador en S’ esta medida es
facil puesto que para él el tren estd en reposo y puede tomarse todo el tiempo que
necesite para medir la longitud [ con una regla precisa. Para un observador @) en
el suelo la medicion es mas dificil, puesto que el tren estd moviéndose. Quizas, el
procedimiento mas simple es cronometrar el tren mientras pasa por Q:

Si t1 y to son los tiempos a los cuales el principio y el final del tren pasan por @)
y si At =ty — t1, entonces Q puede calcular la longitud [ (medida en S) como

[ = vAt. (11.22)

Para comparar esta respuesta con [’ notamos que los observadores en el tren
podrian haber medido !’ por un procedimiento similar. Visto desde el tren, el ob-
servador @ en el suelo estd moviéndose hacia la izquierda con velocidad* v, y los
observadores en el tren pueden medir el tiempo para que () se mueva del principio
al final del tren como se observa en la figura 11.4.

4Estamos suponiendo que la velocidad de S respecto a S’ es la misma que la de S’ respecto a
S. Esto viene de la simetria bésica entre S y S’ requerida por los postulados de la Relatividad
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Esto requeriria dos observadores en el tren, uno en el frente (Q}) y otro al final
(@%). Sillamamos ] al tiempo que marca el reloj de @)} cuando @ pasa frente a él, y
t;, al tiempo que marca el reloj de @), al pasar () por su lado, entonces At' = t, — ]
es el tiempo que tarda @ (con velocidad v) en recorrer la longitud del tren. Por
tanto

I = At (11.23)

Comparando (11.22) y (11.23) vemos inmediatamente que puesto que los tiempos
Aty At’ son diferentes, lo mismo debe ser cierto de las longitudes [ y I’. Para calcular
la diferencia necesitamos relacionar At y At’ usando la férmula de la dilatacion del
tiempo. En este experimento los dos sucesos de interés, () al principio del tren y
@) al final del tren, ocurren en el mismo sitio en S (donde ) estd en reposo). Por
consiguiente, At es el tiempo propio y la férmula de dilatacién del tiempo implica
que At" = yAt. Comparando (11.22) y (11.23) vemos que

l/
l=—<I. (11.24)
Y

La longitud del tren medida en S es menor (o igual, aunque la igualdad sélo se
da si v = 0) a la longitud medida en S’.

Como la dilatacién del tiempo, este resultado es asimétrico, reflejando la asime-
tria de nuestro experimento: el sistema S’ es especial puesto que es el tnico sistema
donde el objeto medido (el tren) estd en reposo (podriamos, por supuesto, haber
hecho el experimento al revés; si hubiésemos medido la longitud de una casa en
reposo en S los papeles de [ y I’ en (11.24) se habrian invertido). Para resaltar esta
asimetria y para evitar confusién sobre cudl sistema es cudl, es buena idea reescribir

(11.24) como

L,
=<, (11.25)
Y

donde el subindice 0 indica que [; es la longitud de un objeto medido en su sistema
de reposo mientras [ se refiere a la longitud medida en cualquier otro sistema. La
longitud [y suele ser llamada longitud propia del objeto. Puesto que [ < [, al
efecto implicado por (11.25) se le llama a menudo contraccién de la longitud
(o contraccién de Lorentz, o contraccién de Lorentz-Fitzgerald, por los dos fisicos
que sugirieron por primera vez que debia haber algin efecto semejante). El efecto
puede ser libremente descrito diciendo que “un objeto en movimiento se observa
como contraido”.

11.4.1 Evidencia experimental de la contraccién de la lon-
gitud

Como la dilatacién del tiempo, la contraccién de la longitud es un efecto real que
estd bien establecido experimentalmente. Quizas la evidencia mas simple viene del
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mismo experimento discutido en conexién con la dilatacién del tiempo, en el que los
piones inestables volaban por una tuberia desde la colision que los produce hasta
el area experimental. Visto desde el sistema del laboratorio observamos que la
dilatacion del tiempo aumenta la semivida de los piones por un factor v, de ¢/, a
vt1/2. En el ejemplo discutido era este aumento lo que permitia a la mayoria de los
piones completar el viaje al area experimental antes de que desaparecieran.

Supongase, sin embargo, que viésemos el mismo experimento desde el sistema
de reposo de los piones. En este sistema los piones estan estacionarios y no hay
dilatacién del tiempo para aumentar su semivida. Asi que, j;como alcanzan el area
experimental? La respuesta es que en este sistema la tuberia esta moviéndose, y la
contraccién de la longitud reduce su longitud por el mismo factor v, de L a L/~.
Asi, los observadores en este sistema dirian que es la contraccion de la longitud lo
que permite a los piones alcanzar el drea experimental. Naturalmente, el niimero de
piones que completan el viaje es el mismo cualquiera que sea el sistema que usemos
para el calculo.

EJEMPLO 9.3 Un explorador del espacio de una era futura viaja a la estrella
mds cercana, Alfa-Centauro, en un cohete con velocidad v = 0'9¢. La distancia de la
Tierra a la estrella, medida desde la Tierra, es L = 4 anos-luz (0 4c anos). ;Cudl es
la distancia vista por el explorador, y cudnto diria €l que dura el viaje a la estrella?

La distancia L = 4c anos es la distancia propia entre la Tierra y la estrella (que
asumimos que estan en reposo relativo). Asi que la distancia vista desde el cohete
viene dada por la formula de contraccion de longitud como:

L ierra
Lcohete = 4 . (1126)
Y
Si =09 entonces v = 2'3, asi que
4c anos , .
Leohete = ————— = 1'7¢ anos. (11.27)

2'3
Podemos calcular el tiempo T del viaje de dos formas: visto desde el cohete, la

estrella estd inicialmente a 1'Tc anos y estd aproximdndose con velocidad v = 0/9c.
Por tanto,

Leohet 1'7¢ anos
T, = 0 = = 1'9anos. 11.28
cohete v 0'9¢ ( )
(Nétese que los factores ¢ se cancelan convenientemente cuando usamos ¢ anos
y medimos las velocidades como muiltiplos de c).

Alternativamente, medido desde el sistema Tierra, el viaje dura un tiempo

LTz'erra 4c anos ~
Trierra = e T 4'4anos, (11.29)

pero debido a la dilatacion del tiempo este es v veces Teonete, que es por tanto:
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T erra ~
Tronete = —"% = 1'9 arios, (11.30)

v

de acuerdo con (11.28), por supuesto.

Nétese que la dilatacion del tiempo (o la contraccion de la longitud), permite un
ahorro apreciable al piloto del cohete. Si vuelve puntualmente a la Tierra, entonces
como resultado del viaje completo habrda envejecido sélo 3'8 anos, mientras que su
gemelo que se quedo habra envejecido 8’8 anos. FEste resultado sorprendente, a
veces conocido como la paradoja de los gemelos, es ampliamente verificado por los
experimentos discutidos en la seccion que trataba sobre la dilatacion del tiempo. En
principio, la dilatacion del tiempo permitiria a los exploradores hacer en el tiempo
de una vida viajes que requeririan cientos de anos vistos desde la Tierra. jPuesto
que esto requiere cohetes que viajan muy cerca de la velocidad de la luz, no es posible
que pase pronto!

11.4.2 Longitudes perpendiculares al movimiento relativo

Hasta ahora hemos discutido longitudes que son paralelas a la velocidad relativa,
tales como la longitud de un tren en su direccion de movimiento. ;Qué les pasa a las
longitudes perpendiculares a la velocidad relativa, como la altura del tren? Es facil
mostrar que para tales longitudes no hay contraccién o expansion. Para ver esto,
considérense dos observadores, () en reposo en S y () en reposo en S’, y supéngase
que Q y @' son igual de altos en reposo. Ahora asumamos por un momento que hay
una contraccién de alturas andloga a la contraccién de la longitud (11.25). Si esto
es asi, entonces visto desde ), )’ serda mas bajo cuando se mueva. Podemos probar
esta hipdtesis haciendo que (' sostenga un cuchillo afilado exactamente nivelado
con la parte superior de su cabeza; si Q) es mas bajo, @) se encontrard pelado (o
algo peor) cuando el cuchillo pase.

Este experimento es completamente simétrico entre los dos sistemas Sy S’: Hay
un observador en reposo en cada sistema y la tnica diferencia esta en que cada uno
ve moverse al otro®. Por tanto, también debe ser verdad que visto por @', es Q quien
es mas bajo. Pero esto implica que el cuchillo no alcanzara a (). Puesto que no puede
ser cierto que (@ esté tanto pelado como no, hemos llegado a una contradiccion. Por
un razonamiento similar no puede haber expansién y, de hecho, el cuchillo sostenido
por Q" simplemente roza la cabeza de @), visto en cualquier sistema. Concluimos
que las longitudes perpendiculares al movimiento relativo son fijas; y la féormula de
la contraccién de Lorentz (11.25) se aplica sélo a longitudes paralelas al movimiento
relativo.

5Nétese que nuestros dos experimentos ideales anteriores eran asimétricos, requiriendo dos ob-
servadores en uno de los sistemas, pero sélo uno en el otro.
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Figura 11.6: En fisica clésica las coordenadas de un suceso estan relacionadas como
se muestra en la figura.

11.5 La Transformacion de Lorentz

Estamos ahora listos para contestar una importante cuestion general: si sabemos
las coordenadas x,y,z y el tiempo ¢ de un suceso, medido en un sistema S, jcémo
podemos averiguar las coordenadas z’,y’,2" y t' del mismo suceso medido en un
segundo sistema S’? Antes de que veamos la respuesta correcta relativista a esta
cuestion, examinaremos brevemente la respuesta clésica.

Consideraremos nuestros dos sistemas normales, S y S’, S ligado al suelo y S’
ligado a un tren que viaja con velocidad v respecto a .S, como se muestra en la figura
11.6.

Puesto que las leyes de la Fisica son todas independientes de nuestra eleccién del
origen y la orientacién, somos libres de elegir ambos ejes OX y O’ X’ a lo largo de la
misma recta, paralela a v, como se muestra. Podemos incluso elegir los origenes del
tiempo de modo que t = ¢’ = 0 en el momento en el que O’ pasa O. Nos referiremos
a veces a esta colocacion de sistemas S y S’ como la configuracion estandar.

Ahora consideraremos un suceso, como la explosion de un pequeno petardo, que
sucede en la posicién z,y,z y tiempo ¢t medido en S. Nuestro problema es calcular,
en términos de x,y,z,t, las coordenadas x’,y',z’,t' del mismo suceso, medido en S’
-aceptando en principio las ideas clasicas de espacio y tiempo. Primero, puesto que
el tiempo es una magnitud universal en la Fisica Clésica, sabemos que t = t'. Lo
siguiente, de la figura 11.6 se ve facilmente que ©’ =z — vt e y = ¢/ (e igualmente,
z = 2/, aunque la coordenada z no se muestra en la figura). Asi, de acuerdo con las
ideas de la Fisica Clasica,

' =x —vt,
y =y,
7 =z,
t =t. (11.31)

Estas cuatro expresiones son llamadas la Transformacién de Galileo. Trans-
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Figura 11.7: La coordenada z’ es medida por S’. Las distancias x y vt son medidas
en el mismo instante por S.

forman las coordenadas x,y,z,t de cualquier suceso observado en S en las correspon-
dientes coordenadas z’,y’,2’,t' observadas en S’.

Si se nos han dado las coordenadas z’,y’,2’,t' y queremos hallar z,y,z,t, podriamos
resolver las ecuaciones (11.31) para dar

x = +vt,

y=1y,
z=12,
t=t. (11.32)

Nétese que las ecuaciones (11.32) pueden ser obtenidas directamente de (11.31)
cambiando x,y,z,t por 2’,y’,2',t' y reemplazando v por —v. Esto es porque la relacion
de S a S’ es la misma que la de S’ a S excepto por un cambio en el signo de la
velocidad relativa.

La transformacién de Galileo (11.31) no puede ser la relacion relativista correcta
entre x,y,z,t y 'y ,2';t'. (Por ejemplo, sabemos de la dilatacién del tiempo que la
ecuacién ¢t = t’ no puede ser correcta). Por otra parte, la transformacién de Galileo
se adecua perfectamente con nuestra experiencia diaria y por tanto debe ser correcta
(en una aproximacién excelente) cuando la velocidad v es pequenia comparada con
c. Asi, la relacion correcta entre x,y,z,t v 2',y',2',t' tendra que reducirse a la relacion
de Galileo (11.31) cuando v/c es pequeno.

Para hallar la relacién correcta entre x,y,z,t y «',y’,2’,t', consideramos el mismo
experimento que antes, que se muestra de nuevo en la figura 11.7.

Hemos dicho antes que las distancias perpendiculares a v son las mismas medidas
en S yenS. Asique

vy =y ; Z=z (11.33)

exactamente como en la transformacién de Galileo. Para encontrar x’ es til preparar
la explosion cuyas coordenadas estamos discutiendo para que produzca una pequena
quemadura en la pared del tren en el punto P’ donde ocurre. La distancia horizontal
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del origen O a la marca en P’, medida en S’, es precisamente la coordenada deseada
x’. Mientras tanto, la misma distancia, medida en S, es z — vt (puesto que x y vt
son las distancias horizontales de O a P’y de O a O’ en el instante t, medidas en
S). Asi que, de acuerdo con la férmula de la contraccién de la longitud (11.25),
x — vt = 2’ /7,es decir

' = ~y(x — vt). (11.34)

Esto da 2’ en términos de x y t y es la tercera de nuestras cuatro ecuaciones
requeridas. Notese que si v es pequena, entonces v ~ 1y la relacion (11.34) se
reduce a la primera de las relaciones de Galileo (11.31), como se pedia.

Finalmente, para hallar ¢’ en términos de x,y,z,t usamos un truco simple. Pode-
mos repetir el argumento que nos condujo a (11.34) pero con los papeles de S y S’
invertidos. Es decir, dejamos a la explosion hacer una marca en el punto P de una
pared fijada a S y, razonando como antes, tenemos que

r =z’ +ot). (11.35)

(Esto se puede obtener directamente de (11.34) cambiando z,t por z/,t' y re-
emplazando v por —v). La ecuacién (11.35) no es ain el resultado buscado, pero
podemos combinarlo con (11.34) para eliminar 2’ y hallar ¢'. Insertando (11.34) en
(11.35), obtenemos

r = v[y(x — vt) + vt']. (11.36)
Despejando ¢’ tenemos
2
—1
Nt (11.37)
Y
o, después de algo de algebra
=t — =), (11.38)
c

Esta es la expresion requerida para t’ en términos de z y t. Cuando v/c es mucho
menor que 1 podemos despreciar el segundo término y, puesto que v = 1, obtenemos
t' =~ t de acuerdo con la transformacién de Galileo como se pide.

Reuniendo (11.33), (11.34) y (11.38) obtendremos nuestras cuatro ecuaciones
requeridas:

' =vy(x —vt),
v =y,
7 =z,
¢ =~y(t— %), (11.39)

Estas ecuaciones son llamadas la Transformacion de Lorentz, o la Transfor-
macién de Lorentz-Einstein, en honor al fisico holandés Lorentz, que las propuso
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por primera vez, y de Einstein, que fue el primero que las interpreté correctamente.
La transformacién de Lorentz es la modificacion relativista correcta de la transfor-
macién de Galileo (11.31).

Si uno quiere saber x,y,z,t en términos de z’,y’,2',t', se pueden permutar las
variables con prima por aquéllas sin prima, y viceversa, y cambiar v por —v, para
dar

x =z +ot'),

y=1,
z=2z,
t =t + ). (11.40)

Estas ecuaciones, a veces, son denominadas la transformacion inversa de Lorentz.

La transformacion de Lorentz expresa todas las propiedades de espacio y tiempo
que siguen de los postulados de la Relatividad. De ellas uno puede calcular todas
las relaciones cinematicas entre medidas hechas en sistemas inerciales diferentes. En
las proximas dos secciones damos algunos ejemplos de tales calculos.

11.6 Aplicaciones de la transformacién de Lorentz

En esta seccién damos tres ejemplos de problemas que pueden ser analizados facilmente
usando la transformacién de Lorentz. En los dos primeros retomamos dos resultados
familiares; en el tercero analizamos una de las muchas “paradojas” de la Relatividad.

EJEMPLO 9.4 Comenzando con las ecuaciones (11.39) de la transformacion
de Lorentz, hallar la formula de contraccion de la longitud (11.25).

Notese que la formula de contraccion de la longitud fue usada en nuestra obten-
cion de la transformacion de Lorentz. Asi, este ejemplo no dard una nueva prueba
de contraccion de la longitud; serd, mas bien, una prueba consistente sobre la trans-
formacion de Lorentz, para verificar que devuelve el resultado del que fue obtenida.
Sin embargo, uno puede también tomar la vision de que la transformacion de Lorentz
es en st misma un hecho experimental bien establecido, del cual uno puede derivar
legitimamente la formula de contraccion de la longitud.

Imaginemos, como antes, medir la longitud de un tren (sistema S') que viaja a
velocidad v respecto al suelo (sistema S). Si las coordenadas del final y del principio
del tren son x4 y x', medidas en S’, entonces la longitud propia del tren (su longitud
medida en su sistema de reposo) es

lo=10=ua, — 2. (11.41)

Para hallar la longitud | medida en S colocamos cuidadosamente dos observadores
en el suelo para observar las coordenadas x1 y x5 del final y el principio del tren en
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Figura 11.8: Si dos observadores miden x; y z3 en el mismo instante (t; = t5)
entonces | = x9 — 1.

un tiempo t conveniente (estas dos medidas deben, por supuesto, hacerse al mismo
tiempo t). En términos de estas coordenadas, la longitud | medida en S es

lzxg—.fl?l, (1142)

tal y como se muestra en la figura 11.8.
Ahora considérense los dos sucesos siguientes, con sus coordenadas medidas en

S:
Suceso Descripcion Coordenadas en S
1 Final del tren para el primer observador x1, t
2 Principio del tren para el sequndo observador To, to =11

Podemos usar la transformacion de Lorentz para calcular las coordenadas de cada
suceso observado en S':

Suceso Coordenadas en S’
1 ) = y(x, — vty)
2 xl2 = ’Y([EQ - Utg)

o hemos listado los tiempos t] y t5 puesto que no nos conciernen aqui). La
No h listado los ti t oyt t ' /). L
diferencia de estas coordenadas es

ry — 1) = y(x2 — x1). (11.43)

(Nétese que los tiempos t1 y ta se cancelan puesto que son iguales). Dado que las
dos diferencias en (11.43) son respectivamente ' =l y I, concluimos que lo =+l ¢

1=2 (11.44)

lo
Y
como se pedia.

EJEMPLO 9.5 Usar la transformacion de Lorentz para reconseguir la formula
de la dilatacion del tiempo (11.12).
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En nuestra discusion de la dilatacion del tiempo consideramos dos sucesos, un
“flash” y un “beep”, que ocurrian en el mismo lugar en el sistema S’,

x/flash = x?)eep' (1145)

El tiempo propio entre los dos sucesos era el tiempo medido en S’,

Ato - At/ - tg)eep - t/flash (1146)

Para relacionar esto con el tiempo

AL = theep — tfiash, (11.47)

medido en S, es conveniente usar la transformacion inversa de Lorentz (11.40), que
da

U‘xg)ee
tbeep = V(tgeep + 02 p)a (1148)
Y
v lash
ptash = V(Eprasn + 3, (11.49)

: : : : / /
51 tomamos la diferencia de estas dos ecuaciones, las coordenadas Ty.., Y T'pqsn
se cancelan (puesto que son iguales) y obtenemos el resultado deseado,

At = tbeep - ZfflaSh = fY(tgaeep - t/flash) = 7At0 (1150)

EJEMPLO 9.6 Una serpiente relativista de longitud propia 100 c¢cm estd mo-
viéndose a velocidad v = 0'6¢ hacia la derecha por una mesa. Un nino travieso,
deseando molestar a la serpiente, sostiene dos hachas separadas 100 cm y planea
soltarlas sobre la mesa simultaneamente de modo que el hacha izquierda caiga in-
mediatamente detrds de la cola de la serpiente. FEl ninio razona como sigue: “La
serpiente se mueve con [ = 0'6. Por tanto, su longitud se contrae por un factor

1 1 5

T A= Ji-036 4

y su longitud (medida en el sistema del nino) es 80 ¢cm. Esto implica que el hacha

derecha caerda 20 cm enfrente de la serpiente, y la serpiente saldrd ilesa”. La vision
del nino queda reflejada en la figura 11.9.

Por otra parte, la serpiente razona asi: “Las hachas se acercan a mi con 3 = 0'6,

y la distancia entre ellas estd contraida a 80cm. Puesto que yo mido 100 cm, seré

cortada en piezas cuando caigan”. Usar la transformacion de Lorentz para resolver

esta paradoja.
Elijamos dos sistemas coordenados como sigue: la serpiente estda en reposo en el
sistema S" con su cola en el origen ¥’ = 0 y su cabeza en x' = 100. Las dos hachas

(11.51)
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S
f x=80cm & x =100cm

Figura 11.9: Visto por el nino las dos hachas caen simultdaneamente en t = 0 sepa-
radas 100 cm. Dado que la serpiente mide 80 cm, ésta escapa ilesa.

t, =-2.5ns
t" =0
NV, — V.
4 x" =100 cm &
x, =0 X, =125 cm

() (b)

Figura 11.10: Observado por la serpiente, las dos hachas se estan moviendo hacia la
izquierda: El hacha izquierda cae antes que la derecha; atin cuando las hachas estén
separadas sélo 80 cm, esto les permite caer con una separaciéon de 125 cm.

estan en reposo en el sistema S, la izquierda en el origen x = 0 y la derecha en
x =100 cm.

Observados en el sistema S las dos hachas caen simultaineamente ent = 0. En
este tiempo la cola de la serpiente estd en x = 0 y su cabeza debe, por tanto, estar
en x = 80cm (Puedes comprobar esto usando la transformacion x’' = v(x — vt), con
x = 80cm y t = 0; hallards que ' = 100cm como debe ser). Asi, observado en S,
el experimento es como se muestra en la figura 11.9.

En particular, la prediccion del nino es correcta y la serpiente sale ilesa. Por
tanto, el razonamiento de la serpiente debe estar mal.

Para entender qué estd mal en el razonamiento de la serpiente, debemos exami-
nar las coordenadas, especialmente los tiempos, en los cuales las dos hachas caen,
observados en el sistema S’. El hacha izquierda cae ent;, =0 y x;, = 0. De acuer-

do con la transformacion de Lorentz (11.39), las coordenadas de este suceso, visto
desde S’, son

tlL:’V(tL_ M_L) =0,

c2

= v(xp —vty) = 0. (11.52)

Como se esperaba, el hacha izquierda cae inmediatamente detrds de la cola de la
serpiente, en tiempo t;, =0, como se muestra en la figura 11.6.

Por otra parte, el hacha derecha cae entpr =0 y xg = 100cm. Asi, visto en S’
cae en un tiempo dado por la transformacion de Lorentz como:



11.7. LA FORMULA DE ADICION DE LA VELOCIDADES 187

VTR, 5 (0'6¢)(100cm)
th:’Y(tR—F): FL i

Vemos que, medidos en S’, las dos hachas no caen simultaneamente. Puesto que

el hacha derecha cae antes que la izquierda, no tiene necesariamente que golpear a
la serpiente, ain cuando estuvieran separadas 80cm (en este sistema). De hecho,
la posicion en la que cae el hacha derecha es dada por la transformacion de Lorentz

como

) = —2'5ns. (11.53)

5)
zhy =y(xr — vtg) = 1(1000m —0) = 125¢m, (11.54)

y en realidad el hacha no alcanza a la serpiente, como se muestra en la figura.

La resolucion de esta paradoja, y de muchas paradojas similares, consiste en ver
que dos sucesos que son simultdneos observados en un sistema, no son necesaria-
mente simultaneos cuando se observan en un sistema diferente. Tan pronto como
se reconoce que las dos hachas caen en tiempos diferentes en el sistema en reposo de
la serpiente, no hay mas problema en comprender como ambos pueden no alcanzar
a la serpiente.

11.7 La formula de adicion de la velocidades

En el Capitulo 2 discutimos la féormula clasica de adicién de velocidades. Esta
relaciona la velocidad u de algiin cuerpo o senal, respecto a un sistema .S, y su valor
u’ respecto a un segundo sistema S’: @ = u’ + ¥, o equivalentemente:

u =1 — 7. (11.55)

Aqui 7 es la velocidad respecto de S’ respecto a S, y la férmula afirma que en
la Fisica Clasica las velocidades relativas se suman y restan como vectores. Notese
que aqui, como en todos sitios, usamos @ y ul para las velocidades de un cuerpo o
senal respecto a los dos sistemas, mientras que ¢ denota la velocidad relativa entre
los dos sistemas.

La férmula cldsica (11.55) no puede ser correcta, puesto que contradice la uni-
versalidad de la velocidad de la luz. En esta seccion usaremos la transformacion de
Lorentz para obtener la formula relativista correcta de adicién de velocidades.

Imaginemos un objeto movil cuya velocidad queremos discutir (por ejemplo,
este objeto podria ser un cohete, una particula subatémica, o una senal de luz).
Consideramos dos puntos vecinos en su camino, como se muestra en la figura 11.11

Denotamos por 7} = (z1,y1,21) y T2 = (22,Y2, 22) las coordenadas de estos dos
puntos, medidos en S, y por t; y t3 los tiempos en los que el objeto pasa por ellos.
La velocidad @ = (uy, uy, u,) medida en S viene entonces dada por

Ax Ay Az
Uy = E, Uy = E, Uy = E, (1156)
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Figura 11.11: La velocidad de un cuerpo es el cociente entre el desplazamiento Ar
y el tiempo empleado en recorrerlo, en el limite At — 0.

donde Az = x9 — x1, etc. (y estas ecuaciones deben, estrictamente hablando, ser
vélidas s6lo en el limite en el que los dos puntos estan juntos, At — 0). La velocidad
u respecto a S’ se define de la misma forma usando las coordenadas y el tiempo
medidos por S’.

Ahora podemos usar la transformacién de Lorentz para relacionar las coordena-
das y tiempos de S con los de S’ y entonces, usando la definicién (11.56), relacionar
las velocidades correspondientes. Primero, de acuerdo con la transformacion de
Lorentz (11.39):

zy = y(x2 — via),
yé = Y2,
ty =ty — 222), (11.57)

c2

¥ = (s — oty
yi = Y1,
=yt — ), (11.58)

c2

(Omitimos las ecuaciones para z, cuyas transformaciones son como las de y). Res-
tando estas ecuaciones, hallamos que:

vAzZ

c2

Ar' = ~(Ax —vAt), Ay = Ay, At =~(At — ). (11.59)

De aqui podemos calcular las componentes de u/. Primero

Ax' y(Az — vAt)
' = = 11.
Y TN T (At — ) (1:60)

C
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o cancelando los factores v y dividiendo arriba y abajo por At,

A iy (11.61)
Ly
[gualmente,
Ay' Ay
- = 11.62
Uy At/ 'y(At _ ’UCAQI) ) ( )
o dividiendo arriba y abajo por At,
/ Uy
Yol =)

Nétese que uj, no es igual a u,, aunque Ay’ = Ay; esto es porque los tiempos
At y At no son iguales.

Las ecuaciones (11.61) y (11.63), (y una ecuacién similar a la de la u para u)
son las formulas relativistas de adicion de velocidades, o transformacion de
velocidad. Notese que si v y v son mucho menores que ¢, podemos ignorar el término
u,v/c* en ambos denominadores y poner v ~ 1 para dar v/, = u, — v y vy, & uy.
Estas son, por supuesto, las componentes de la formula clasica de adicion u = i—7.

La transformacion inversa de velocidad, dando « en términos de ul , puede ser
obtenida de (11.61) y (11.63) intercambiando las variables “prima” y no “prima” y
cambiando v por —v, de la forma normal.

EJEMPLO 9.7 Un cohete que viaja a velocidad 0°8c respecto a la Tierra dispara
hacia delante un rayo de particulas con velocidad 0°9c respecto al cohete. ;Cudl es
la velocidad de las particulas respecto a la Tierra?

Sea S el sistema en el que la Tierra estd en reposo y S’ el del cohete, con
ejes x y ' alineados con la velocidad del cohete. La velocidad relativa de los dos
sistemas es v = 0'8c. Se nos da que las particulas viajan a lo largo del eje x’' con
velocidad u' = 0'9c (respecto a S'), y queremos hallar su velocidad u respecto a S.
La respuesta cldsica es, por supuesto, que u = u' +v = 1'Tc; es decir, puesto que las
dos velocidades son colineales, v’ y v simplemente se suman en Fisica Cldsica.

La respuesta relativista correcta viene dada por la inversa de (11.61) (de la cual
omitimos los subindices x, puesto que todas las velocidades son a lo largo del eje x):

~u+v 09c+ 08 17
1+ 140908 172

¢~ 0'99c. (11.64)

La caracteristica principal de esta respuesta es que cuando “sumamos” u' = 0'9c
a v = 0'8c relativistamente, obtenemos una respuesta que es menor que c. De hecho,
es facil mostrar que para cualquier valor de u' menor que ¢, la velocidad de u también
es menor que c; es decir, una particula cuya velocidad es menor que ¢ en un sistema,
tiene velocidad menor que ¢ en cualquier otro sistema.
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EJEMPLO 9.8 El cohete del ejemplo 9.7 dispara hacia delante una senal (por
ejemplo, un pulso de luz) con velocidad ¢ respecto al cohete. ;Cudl es la velocidad
de la senal respecto a la Tierra?

En este caso u' = c. Asi que de acuerdo con (11.64),

/
u— v ety (11.65)
1+%  1+wv/c

Es decir, cualquier cosa que viaje a la velocidad de la luz en un sistema, viaja
también a la velocidad de la luz observado desde cualquier otro sistema (hemos
probado esto aqui solo para el caso de que U tenga la misma direccion que vU. Sin
embargo, el resultado es cierto para cualquier direccion). Podemos parafrasear esto
diciendo que la velocidad de la luz es invariante cuando pasamos de un sistema a
otro. Este es, por supuesto, el sequndo postulado de la Relatividad, que nos condujo
a la transformacion de Lorentz.
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11.8 Cuestiones y problemas

1.

Dos sistemas de referencia S y S estdn situados de forma que sus ejes OX
y OX', OY y OY' v OZ y O'Z son paralelos y orientados en el mismo
sentido. El eje OY desliza con celeridad v sobre el O'Y” en el sentido del eje
oYy’ negativo Entonces, se verifica que:

De la Tierra sale un cohete hacia una galaxia préxima con celeridad 0.6¢c. En
cierto punto del camino su tripulante A (que partié con 25 afos), se cruza
con una nave que hace el viaje en sentido inverso a la misma celeridad. A
le comunica al tripulante de la segunda nave (B) que su edad es de 30 afios,
cantidad que casualmente coincide con la que tenia B en ese momento, segin
su propio sistema de referencia. Cuando éste llega a la Tierra, jcuantos anos
han envejecido sus habitantes desde que sali6 la primera nave?

[J125 3 []15 5 [ ]20

Un tren relativista pasa por delante de una estacién con velocidad ¢/2. En
uno de los vagones hay dos pasajeros, A y B, que viajan juntos. A se dirige
hacia el coche-bar a por algo de comer, quedandose B sentado. Segun el reloj
de B , desde que A se levant6 hasta que volvié con la comida ha transcurrido
un tiempo ty. ;Cuanto tiempo ha transcurrido para un observador ligado a la
estacion?

3t0 I:‘ 2tg . 4tg
V15

Un tren relativista pasa por delante de una estacién con una velocidad v = ¢/2.
En uno de los vagones del tren, de longitud propia L, dos pasajeros, Ay B,
sentados en sendos extremos del vagon, y con una linterna cada uno, juegan a
iluminarse con la luz de la linterna (ver figura). Sea t4p el tiempo que tarda la
luz en llegar de A a B respecto a un observador ligado a la estacién. Entonces,
tap —tpa esigual a

(4 : :

= %

. Un atleta relativista corre con celeridad constante por una pista rectilinea.

Los observadores ligados a la pista miden siempre la misma frecuencia de
palpitacién del atleta, con independencia de la celeridad de éste en sus carreras.
., Cual es la celeridad del atleta, si éste observa que su corazén palpita a un
ritmo triple del ritmo de reposo?

[ JevB/3 5 [ JevB3/2 5 [ ev8/3
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Dos puntos A y B parten simultaneamente del origen de coordenadas de un
sistema. A se mueve por el eje OX con celeridad constante v = ¢/2. B se
mueve también por el eje OX con la misma celeridad, pero en sentido contrario.
Ay B ponen sus cronéometros a cero al partir de O. Cuando el cronémetro
de A marca 1/3 envia una senal luminosa. ;Qué marca el cronémetro de B al
recibir la senal?

DI;D2;D3

Un barco se aleja en linea recta de la costa. En el sistema de referencia ligado
al barco dos ldmparas, una de ellas situada en proa (parte delantera) y otra en
popa (parte trasera), producen sendos destellos luminosos. Segin este mismo
sistema de referencia los dos haces luminosos llegan a la vez al centro del barco.
Entonces, para el sistema de referencia ligado a la costa:

[ ] También llegan simultdneamente al centro del barco.
D No son simultaneos, al centro del barco llega primero el que salié de proa.

D No son simultéaneos, al centro del barco llega primero el que salié de popa.

Cuando Mon, Tor y Pin, (tres antepasados nuestros) acabaron de desayunarse
el mamut que habian cazado, pensaron en entretenerse poniendo a prueba sus
conocimientos de relatividad. Para ello cada uno tomé un hueso sobrante del
banquete y cogiendo carrerilla (todos la misma) lo lanzé intentando que desde
el sistema de referencia ligado a Tierra la velocidad del hueso en el momento
del lanzamiento formase un angulo de 45° con la horizontal. En su propio
sistema, Pin lo lanzé con un angulo de 45° respecto a la horizontal, Mon con
un angulo mayor de 45° y Tor con un angulo menor. Uno de ellos consigui6
el objetivo, ;quién?

DMon ; DTOT : DPm

Un objeto tiene forma de cubo, de volumen V', en el sistema de referencia
ligado al propio objeto. Se traslada en la direccién de una diagonal de una de
sus caras con celeridad 0.6¢ respecto a cierto sistema de referencia S. ;Qué
volumen tiene el objeto en el sistema S?

[ Javys 5 [ ]8v/s 5 [ ]4V

Un vagén de tren de longitud propia [ se mueve a velocidad v = ¢/2 respecto
a la estacion. En la parte trasera del mismo se enciende una luz. Segun el
sistema de referencia ligado a la estacién, el tiempo que tarda en llegar a la
parte delantera del vagon es:

CIwd/e + [waje ; []IV5/(eV3) ) -

X X




Capitulo 12

LA FISICA CUANTICA

12.1 Introduccion

Hasta el capitulo 9 (incluido) hemos estudiado Fisica Clédsica. En los dos tltimos
estudiamos la Relatividad Especial, que es una parte de la Fisica Moderna. La otra
parte es la Fisica Cuéntica, a la que dedicaremos lo que nos queda de curso. Pero
antes de empezar volvamos, por tltima vez, la mirada a la Fisica Clasica. Toda ella

estd contenida en el conjunto de ecuaciones (12.1) a (12.8):
Bloque I:

Lo
/ E-dS=—Q.; (ley de Gauss para el campo eléctrico)
S €0

/ B-dS = 0; (ley de Gauss para el campo magnético)
S

Lo d [~ -
/L Bodi=—2 /S B-d8; (ley de Faraday)

B - d Lo oo
/ Zoa=L /S (E) - d5 + /S J-d5; (ley de Ampere-Maxwell)
L

Ho dt

G5 =0,

k
Bloque II:
F, = q.(E+7x B); (ley de fuerza de Lorentz)
ﬁg = qgé;
Bloque III:
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(12.1)

(12.2)

(12.3)

(12.4)

(12.5)

(12.6)

(12.7)
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S
% = #. (Segunda ley de Newton) (12.8)

La imagen que esta teoria nos da del mundo que nos rodea se vio en la primera
parte del curso. Cuando los fisicos del siglo XIX fueron capaces de establecer el
conjunto de leyes de la Fisica Clasica pensaron que la Fisica habia llegado a su
fin. Tan sélo quedaba aplicar sus leyes al sistema bajo estudio para predecir asi su
evolucion. De forma andloga, cuando se pensaba en hacer tecnologia, se crefa que
ésta solo surgiria de la aplicacion “interesada” de estas leyes cldsicas.

Habia, sin embargo, un sistema sencillo pero muy interesante cuyo comporta-
miento no se podia explicar en base a las leyes clasicas: el atomo de hidrégeno.
Este, se sabia, consistia en una carga positiva y una carga negativa. En principio un
sistema formado por dos cargas es el ejemplo més sencillo de aplicacion de las ecua-
ciones (12.1) a (12.8). Lo primero que se pensé fue que el dtomo de hidrégeno era
algo asi como un sistema planetario en miniatura, pero en lugar de estar sometido
principalmente a la accién del campo gravitatorio (que seria debilisimo porque las
masas del proton y el electrén son muy pequenas), como ocurre con la Tierra y el
Sol, estas dos cargas estarfan ligadas por la fuerza electromagnética (muy superior
a la gravitatoria en este caso). Cuando uno analiza el sistema electréon-protén bajo
este supuesto se encuentra:

1. Que no es estable, esto es, que siempre el electrén acaba cayendo hacia el
protéon y que en este proceso de caida el sistema estaria emitiendo luz de
forma continua.

2. Que no se pueden explicar los espectros atémicos, esto es, el que la luz que
emite un atomo contenga unas longitudes de onda si y otras no. En el modelo
clasico se predice una emisién continua con todas las longitudes de onda.

Ademas del fracaso en su intento de explicar el atomo, la imagen clédsica del
universo chocaba con otros hechos muy importantes, a saber, el que la luz a veces
se comportase como si se tratara de un chorro de particulas en vez de un campo
electromagnético (una onda) y el que las particulas a veces presentasen fenémenos
de interferencia, como si fuesen objetos muy extensos en el espacio, o sea, como si
en realidad fuesen campos.

En este estado de cosas, entre los anos 20 y 30 del siglo XX nace la Fisica Cuantica
como consecuencia del trabajo de Bohr, Einstein, de Broglie, Schrodinger y Heisen-
berg principalmente. La Fisica Cuantica nos brinda una imagen del funcionamiento
del mundo que nos rodea radicalmente distinta a la que muestra la Fisica Clasica.
Las ideas que estan detras de esta teoria se apartan sensiblemente de aquellas a las
que nos tiene acostumbrada la vida de cada dia y el sentido comin. Tanto es asi
que aunque la teoria cuantica tiene un extraordinario poder predictivo, atin es muy
discutido su significado. Se sabe trabajar con ella y hacer predicciones muy precisas,
pero jentienden los fisicos realmente el significado de la Fisica Cuantica? Muchos
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piensan que no, otros dicen que no hay nada que entender, jpero casi ninguno dice
que si!

El poco tiempo del que disponemos no ha permitido explicar con detalle las ideas
de la Fisica Clasica; nos hemos contentado con dar una idea mas o menos intuitiva
y cualitativa de la misma, aunque hemos profundizado algo més en la Mecénica y
las ondas. Seria por lo tanto ilusorio pretender una exposicién detallada de la Fisica
Cuantica, teoria mucho menos intuitiva, como decimos, que la Fisica Clasica. Sin
embargo creemos absolutamente necesario dedicar unas palabras a esta teoria, ya del
siglo pasado, y que hoy es la base de una parte importante de la ingenieria. Es clave
en el funcionamiento de los semiconductores, con sus infinitas aplicaciones: laseres,
imprescincibles en la transmisién de senales a través de fibras opticas, en la medi-
cina quirdrgica, en los lectores 6pticos (CD-Rom, DVD), en metalurgia,...; diodos y
transistores, pilares de cualquier dispositivo electrénico; en reactores nucleares, en
importantisimas técnicas médicas como la resonancia magnética nuclear, etc. Como
vemos, vivimos rodeados de utensilios que funcionan en base a la Fisica Cuantica.
Por tanto parece sensato que su conocimiento forme parte de la cultura general de
cualquier ingeniero, aunque lamentablemente la ensenanza de esta disciplina haya
sido descuidada en algunas escuelas superiores.

En este capitulo sentaremos las bases de la teoria y en el capitulo siguiente
estudiaremos algunas aplicaciones importantes.

12.2 Los fundamentos

Para entender la Fisica Cuantica conviene olvidarse casi por completo de la imagen
que la Fisica Clésica nos brinda del mundo que nos rodea. Es una forma radicalmente
distinta de hacer Fisica. Es preferible partir casi de cero: dejar provisionalmente a
un lado las ecuaciones de Maxwell, la ley de fuerza de Lorentz y la segunda ley de
Newton; borrén y cuenta nueva. Vamos alld.

Clasicamente, cuando decimos que estamos estudiando un sistema fisico enten-
demos que lo que estamos estudiando es un conjunto de particulas y los campos
electromagnético y gravitatorio que existen “entre ellas”. Aunque esta definicién de
sistema fisico se ve modificada cuando uno profundiza dentro de la Fisica Cuantica,
en primera aproximaciéon podemos mantenerla, o sea, que un sistema fisico serd para
nosotros, principiantes en esto de la Fisica Cudantica, lo mismo.

La diferencia fundamental entre la Fisica Clasica y la Fisica Cuantica estd en lo
que se entiende por el estado de dicho sistema. Clasicamente, si queremos indicar
en qué estado se encuentra el sistema en cierto instante hemos de especificar cuatro
cosas:

- La posicion de cada una de las particulas que forma el sistema.

- La velocidad de cada una de las particulas que forma el sistema.

- El valor del campo eléctrico, magnético y gravitatorio en todos los puntos del
espacio.
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- El valor de la derivada respecto al tiempo del campo eléctrico y magnético en
todos los puntos del espacio (algo asi como su velocidad, andlogamente a lo que
ocurre con las particulas).

Dadas estas cantidades en cierto instante podemos poner en marcha el conjunto
de ecuaciones (12.1) a (12.8) y asi predecir el estado del sistema en cualquier instante
posterior y con ello el resultado de cualquier medida que realicemos sobre el sistema,
por ejemplo la posicién de cierta particula, la energia cinética de otra, la cantidad
de movimiento de su centro de masas, etc.

Postulado 1: La descripcion del estado cuantico

El estado de un sistema cudntico S esta representado por la funcion de onda.

La funcién de onda es una funciéon compleja de la posicién, 7, y del tiempo t.
En ella esta contenida toda la informacion del sistema en cierto instante de tiempo.
L Qué es la funcion de onda del sistema?” No es nada que se “palpe” directamente,
algo a lo que nuestros sentidos pudieran tener un acceso directo como en el caso de la
velocidad o la fuerza, por poner un par de ejemplos. Para comprender el significado
de la funcién de onda conviene pensar en el sistema mas simple que se nos pueda
ocurrir: una unica particula, o mas simple aun, una unica particula que sélo se
pueda mover en una dimensién (eje OX). Claro, que una unica particula sin més,
no sumergida en ningin campo es algo quiza demasiado simple. Supondremos que la
particula estd dentro de un campo consecuencia del cual la particula esta sometida
a una fuerza conservativa. Obviamente el origen de este campo se encuentra en la
existencia de otras particulas, pero para simplificar nos olvidaremos de este hecho.
También es cierto que el movimiento de la particula modificara el valor del campo
que la esta banando, pero también para simplificar supondremos que la influencia
de la particula sobre el campo es despreciable. En realidad estamos haciendo las
mismas hipdtesis que se hacen cuando se estudia un problema de Mecanica Clasica
de una particula, algo de lo que seguramente ya os habréis percatado.

Asi como en Fisica Clasica el valor de una magnitud fisica de la particula, por
ejemplo su posicion, su velocidad, su energia cinética, su energia potencial, su energia
mecanica, etc... podian tomar en principio cualquier valor, en Fisica Cuantica la
particula sélo tiene permitidos unos valores concretos de estas cantidades. ;Cuédles?
Depende de la fuerza a la que esté sometida. Podriamos ahora intentar comprender
esto con un ejemplo, o sea, suponer que nuestra particula estd sometida a una fuer-
za concreta “sencillita” que derive de una energia potencial, por ejemplo la fuerza
que le ejerceria un muelle, e intentar averiguar qué valores posibles de la energia
mecanica podria tener la particula. Nos encontrariamos con que los tnicos valo-
res posibles son, por ejemplo, 0.5 julios, 1.5 julios, 2.5 julios, etc, (estos nimeros
dependeran de la masa de la particula y la constante del muelle), pero que nunca
puede tener 1 julio de energia. Esto es algo inaudito dentro de la Fisica Clasica
ya que, clasicamente, si quisiéramos que la particula tuviera por ejemplo 1 julio de
energia, bastaria con darle unas condiciones iniciales adecuadas y siempre seria posi-



12.2. LOS FUNDAMENTOS 197

ble. Sin embargo dejaremos este ejemplo para mas adelante y nos centraremos ahora
en cuestiones més importantes de indole general, aunque forzosamente el lenguaje
se volverd algo abstracto. Intentemos “comprender” (al menos matemaéticamente)
de esta forma general porqué sélo son posibles algunos valores concretos para las
magnitudes fisicas.

Las magnitudes citadas anteriormente (posicién, velocidad, energia cinética, su
energia potencial, etc.) cldsicamente se llaman variables dindmicas. Una variable
dindmica es cualquier funcién de la posicion z y de la cantidad de movimiento p,
de la particula. Por ejemplo, la energia cinética es %mvg, pero teniendo en cuenta
que p, = mu,, la energia cinética de la particula también puede escribirse como
p2/(2m). La energia potencial es, por definicién, tinicamente funcién de la posicién
de la particula, E, = E,(x), y asi con todas las variables dindmicas. En general
podemos decir que si A es una variable dindmica entonces A = A(z,p,) (en el caso
monodimensional que nos ocupa). Obviamente, las variables dindmicas més simples
son x v p,. Todas las demas se construyen a partir de ellas.

Postulado 2: La descripcion de las magnitudes fisicas

A cada magnitud fisica asociada al sistema le corresponde un operador.

En Fisica Cuantica cada una de estas cantidades viene representada matematica-
mente por un operador que actiia sobre una funcién de x y t. Un operador es un
objeto que actia sobre otro objeto matemético (una funcién, por ejemplo) y lo
transforma en un objeto distinto (una funcién distinta). Por ejemplo, el signo “—"
es un operador, pues actuando por ejemplo sobre la funcién cos x la transforma en
la funcién — cos z. Los operadores los denotaremos con un acento circunflejo: 121; en
este caso diremos que

Af(x) = g(), (12.9)

siendo A = —, f(z) =cosz y g(x) = —cosz.

El operador que representa a la componente r de la posicion de la
particula (llamaremos a este operador 7) consiste en multiplicar la funcién
sobre la que esta actuando por la variable z:

if(2) = glx) = f(2). (12.10)

Por ejemplo, si f(x) = senx + cost, entonces g(x) = xsenz + x cost. El operador
que representa a la componente = de la cantidad de movimiento (p,) lo
denotaremos por p, y consiste en derivar la funcién sobre la que esta
actuando respecto a x y el resultado multiplicarlo por la constante —ih,
siendo ¢ la unidad imaginaria y h lo que se llama la constante de Planck (h =
6 - 10734 Julio - segundo) dividida por 27 (h = h/(27)):

of(x)
ox

paf(z) = g(x) = —ih : (12.11)
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Por ejemplo, si f(z) = senx + cost, entonces g(x) = —ihcosz. La suma de dos
variables dindmicas viene representada por la correspondiente suma de los ope-
radores. El producto de dos variables dindamicas se representa por el producto de los
operadores. Consecuencia de ello, una potencia de una cantidad, por ejemplo p2, se

representa por la accién consecutiva del operador correspondiente sobre la funcion.
Asi

9 9 hzg of(x)

O f(x
- = —h2£. (12.12)
Jxr Ox Ox?

Con las definiciones anteriores es inmediato comprobar que el operador que re-
presenta a la energia cinética de una particula de masa m es (hdgase como ejercicio):
. h* 0

E.=———— 12.13
y a la energia potencial, en el caso en que la particula esté sujeta por ejemplo a la
accion de un muelle de longitud natural nula y constante k, es

A

1
Ep = Ski®. (12.14)

La accién de este operador sobre la funcién f(z,t) = senx + cost haria que ésta se
transformase en la funcién g(z,t) = 1ka?senx + 1ka? cost.

Volvamos ahora a la cuestion que teniamos entre manos, o sea, cémo se deter-
minan los posibles valores de las distintas variables dindmicas. Para ello hay que
resolver lo que se llama una ecuacién de autovalores, que es una ecuacion en la que
aparece un parametro (un nimero real) y que sélo tiene solucién para ciertos valores
de este parametro. Una ecuacién de autovalores tiene la forma

Af(z) = af(x). (12.15)

Aqui A es un dato, un operador conocido del estilo de los que acabamos de mencio-
nar, f(z) es la incognita de la ecuacién (se llama autofuncién) y a es el parametro
de la ecuacién, un nimero real, que en cierto modo también es una incognita; en
otras palabras, en general la ecuacion anterior sélo tendra solucién para ciertos valo-
res de a. La ecuacién (12.15) nos plantea el problema de encontrar aquellas funciones
f(z) tales que al hacer actuar el operador A sobre cualquiera de ellas nos dé ella
misma multiplicada por una constante. Esta constante (a en la ecuacién (12.15))
se denomina autovalor asociado a la autofuncién f(z). Para cada valor posible
de a la ecuacion anterior tendrd una solucion distinta, una autofuncién. Para cada
autovalor existe una autofuncion. Pues bien, y esto es lo importante, los posibles
valores que puede tomar una variable dindmica (una magnitud fisica)
son los autovalores del operador que representa a dicha variable en cada
problema concreto.
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Postulado 3: Los resultados de las medidas

Cuando se mide una magnitud fisica de un sistema cudntico, los unicos valores
que se pueden obtener son los valores propios del operador correspondiente a
dicha magnitud.

Supongamos que el operador F representa a la energia mecanica de la particula.
E sera una funcién de los operadores = y p,. Por ejemplo, para una particula
sometida a la accién de un muelle E sera:

) 2 2
> - - Py 1, e L, 2
EFE=FE+FE,="%+4+ _ki*=——— + —ka°. 12.16
TR g, T omoz 2" ( )
La accion de este operador sobre la funcién sen x + t sera
R o 1.,
E(senz +t) = (—%—&52 + Qkx (senx +t)
i 82(senaz+t)+1k % se +1k: 2t - se —i—1k: ?se —i—lk‘ ’t. (12.17)
= "4 kax*senx+—kx’t = — senx+—-kx’ sen x+—-kx°t. .
2m ox? 2 2 2m 2 2

Planteemos la ecuacion de autovalores para este operador:

Ef(z) = Ef(x). (12.18)

Hemos de encontrar el conjunto de funciones f(x) tales que al aplicarles el operador
(12.16) dé ella misma, f(x), pero multiplicada por una constante que estamos lla-
mando F. Los posibles valores de la constante E para los que la ecuacién anterior
tiene solucion son los posibles valores de la energia de la particula. En otras pa-
labras, los posibles valores de la energia de la particula son los autovalores de esta
ecuacion. Cuando realicemos una medida de la energia de la particula siempre en-
contraremos que esta es uno de los posibles valores de la constante E. Supongamos
que son sélo cuatro los autovalores de (12.16) y llamémoslos E;, Ey, E3 y E,. Para
cada uno de estos autovalores habra una autofuncién solucién de (12.18). Llamemos
a estas autofunciones f(z), f£(x), fE(x) y fF(z). El subindice indica el autovalor
asociado a cada autofuncién; el superindice es para recordar que estas son las auto-
funciones del operador energia de la particula. Es relativamente sencillo encontrar la
forma concreta de las autofunciones fF(z) y los autovalores E; (i = 1,2, 3,4), pero
siguiendo la postura de no desviarnos del problema principal, ni los calcularemos
ni los mostraré por el momento. Pensemos ahora en algunos operadores mas, por
ejemplo el operador posicién () y el operador cantidad de movimiento (p,). Sus
ecuaciones de autovalores seran:

Tf(x) = af(x), (12.19)

paf () = pof(x). (12.20)
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siendo los posibles autovalores de Z por ejemplo o = 1, x2, T3 ¥ x4, v sus autofun-
ciones f{(x), f3(x), f3(x)y fi(x);y los posibles autovalores de p, por ejemplo p,1,
D2, P23 ¥ Pad, ¥ SUs autofunciones f1*(x), f3*(x), f57(z) y fi*(z). Aligual que ocu-
rria con la energia, cuando realicemos una medida de la posicién de la particula la
Fisica Cuantica nos dice que sélo encontraremos uno de los valores z;. De la misma
forma, cuando realicemos una medida de la cantidad de movimiento de la particula
s6lo encontraremos uno de los valores p,;. Ademas, si al medir hemos obtenido
que la posicién de la particula es z, entonces, inmediatamente después
de la medida, el estado de la particula queda representado por la funcién
f3(x). Digadmoslo otra vez: f3(x) es la funcién de onda de la particula tras haber
medido la posicion de la particula y haber obtenido que su valor es z5. De forma
analoga, si lo que hubiésemos medido fuese la energia mecanica de la particula y
hubiésemos encontrado que esta es E3 entonces la funcion de onda que describe el
estado de la particula inmediatamente después de la medida de su energia mecanica
serfa f¥(r).

Generalizando, tenemos:

Postulado 4: La medida. El colapso de la funcién de onda

Si sobre un sistema cudntico se mide una magnitud fisica, la funcion de on-
da inmediatamente después de la medida es la autofuncion correspondiente al
autovalor que se ha obtenido en la medida.

12.3 Espacios vectoriales

Supongo que a estas alturas estaréis bastante familiarizados con el concepto de
espacio vectorial: las combinaciones lineales de vectores, las bases de estos espacios
vectoriales, los cambios de base, la nocién de dependencia e independencia lineal, la
nocion de producto escalar, etc... Incluso puede ser que ya hayais visto el concepto
de autovalor y autovector. Pues bien, todo eso, que es bastante sencillito, se aplica
y se ajusta perfectamente a las ideas fundamentales de la Fisica Cuéntica. Es
mas, es su base principal. Esto es asi porque las funciones de onda en realidad no
son mas que vectores de un espacio vectorial que recibe un nombre especial, el de
espacio de Hilbert. El conjunto de autofunciones de un operador constituye una
base de este espacio vectorial: siempre es posible escribir la funcion de onda de una
particula como una combinacién lineal de las autofunciones de cualquier operador
de la particula. Por ejemplo, supongamos que hemos realizado una medida de la
cantidad de movimiento de la particula y hemos encontrado que su valor es p,s.
Entonces automaticamente su funcién de onda pasa de ser la que fuera antes de
la medida, que no nos importa, a ser f3°(z). Lo que estamos diciendo es que
esta funcién de onda siempre se podra escribir como una combinacion lineal de las
autofunciones de, por ejemplo, operador energia, o sea:
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3 () = aff(2) + bfy (x) + cfy’ () + dfy (w) = D _eifF(); (12.21)

o del operador posicién

4
f37 () = d ¥ () + V' f5 (2) + ¢ f5 () + d' fi (2) = Z cifi (x). (12.22)

En (12.22) hemos puesto “primas” porque, obviamente, los coeficientes que apa-
recen en estas dos combinaciones lineales, (¢’, V', ¢, d') = (1,9, 3,¢4) y (a,b,¢,d) =
(c1, ¢, c3,¢4), son distintos. En realidad, estos coeficientes no son més que las com-
ponentes del vector f3°(z) en dos bases distintas: la base formada por las auto-
funciones del operador E y la base formada por las autofunciones del operador z.
Estos coeficientes, (a/, ', ,d’) y (a,b, ¢, d), son numeros complejos, esto es, en gene-
ral pueden tener una parte real y otra imaginaria. Su significado es muy importante,
y lo veremos con el siguiente ejemplo: supongamos que hemos medido la cantidad
de movimiento de la particula y hemos encontrado que su valor es p,o. Esto significa
que ahora la funcién de onda que describe el estado de la particula es f3*(x). Su-
pongamos que ahora decidimos realizar una medida de la la energia de la particula;
,qué valor obtendremos? Pues para saberlo lo que hacemos es escribir f5*(x) como
una combinacién lineal de las autofunciones del operador energia, tal como esta en
(12.21). La probabilidad de que al medir la energia de la particula esta valga E;
serd aa* = |a|* = |c1]?, o sea, el mdédulo al cuadrado del coeficiente que acompana a
fE(x). La probabilidad de que al medir la energia de la particula esta sea Ej serd
|b|2 = |ca|?, v asf sucesivamente. Si en vez de realizar una medida de la energia
decidimos realizar una medida de la posicién, entonces lo que tendriamos que haber
hecho habria sido escribir fJ*(z) utilizando como base las autofunciones del opera-
dor posicién, tal como estd en (12.22). Asi, tras medir la cantidad de movimiento
y encontrar que su valor es p,o, la probabilidad de que al medir la posicion de la
particula la encontremos en z; serd |d’|?> = |c/1|?, la probabilidad de encontrarla en
Ty serd |V|* = |5|? v asi sucesivamente.

Postulado 5: La probabilidad de que al medir la magnitud fisica A cuando
la particula se encuentra en el estado definido por la funcién de onda f(x) sea el
autovalor a; de A viene dada por!

ProblA = a;] = |Bi]?, (12.23)

donde f3; es el coeficiente que multiplica a f1(x) en el desarrollo de f(x) en la base
de autofunciones de A. Es decir

(@) =32 Bifi (). (12.24)

!La expresién general del Postulado 5 se dard més adelante, a través de la ecuacién (12.33).
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Si hemos encontrado que la particula estda en x; entonces la funcién de onda
pasa de ser f3*(x) a ser f{(x), o silo que hemos encontrado ha sido que la particula
estd en x5 la funcién de onda pasa a ser fi(z). Este cambio brusco, este salto,
de la funcién de onda cuando realizamos una medida sobre el sistema se llama
colapso o reduccion de la funcién de onda. Quiza lo mas destacable de todo
esto es que la Fisica Cuantica s6lo nos permita predecir probabilidades,
contrariamente a la Fisica Clasica, que permite predecir el valor exacto
de la variable que estamos midiendo.

12.4 Lo que pasa entre medida y medida

Ya hemos visto qué le pasa a la funcién de onda cuando se realiza la medida de
un observable sobre el sistema: salta (colapsa). ;Qué le pasa a la funcién de onda
entre medida y medida? Entre dos medidas la funcién de onda evoluciona, cambia,
pero no a saltos como ocurre cuando se realiza una medida, sino de forma suave y
continua. La evolucion que sufre una funcién de onda en el lapso de tiempo entre
dos medidas viene dada por una ecuacién fundamental de la Fisica: la ecuacion
de Schrodinger. En lugar de escribir esta ecuacién, vamos a expresar su solucion
cuando se trabaja en la base de las autofunciones de la energia.

Escribimos la funcién de onda en el instante inicial ¢ = 0 (tras una medida,
por ejemplo de la cantidad de movimiento, con resultado p,2) en la base vectorial
formada por las autofunciones de la energfa, como hicimos en (12.21):

flat=0)= ff(z) = aff(z) + bfy () + cfs’(x) + df (x chf - (12.25)

Si queremos saber el valor de la funcién de onda en el instante ¢ = ¢’ (siempre que
entre t = 0 y t = t’ no hayamos realizado ninguna medida) lo tinico que tenemos que

hacer es multiplicar el término n-simo por una exponencial imaginaria de la forma
exp[—iE,t/h]. Es decir:

Pt = ¥) = ae BB () + bor BN £ () e BN FE () - e M £ () =

=Y c e B (), (12.26)

n

Resumiendo, tenemos:
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Postulado 6: La evolucion cuando no hay medidas

La evolucion temporal del vector de estado del sistema cuando no se producen
medidas estd dada por la ecuacion de Schrodinger.

Si el estado inicial se expresa en la base de la energia, entonces, la resolucién de
esta ecuacion da lugar a:

—iEnt’ E

flz,t=0)= chff(x) — flz,t=1t)= che R (), (12.27)

donde EfF(z) = E,fF(x).

Si ahora quisiéramos saber cudl es la probabilidad de que al hacer una medida
de una variable dinamica la particula tuviese un valor concreto de esta variable, lo
harfamos como antes, o sea, escribiendo la funcién f(z,t = t’) en la base correspon-
diente a dicha variable. Por ejemplo, si dicha variable fuera la propia energia de la
particula, usarfamos directamente la expresién (12.26). Casualmente, las probabili-
dades para la energia no cambian con el tiempo. Asi, por ejemplo, la probabilidad
de encontrar la energia F; en t =t es

—iElt//h|2 =q —iElt//ha* iElt//h

|ae e e =aa* = |a?, (12.28)

o sea, la misma que en t = 0.

12.5 Ortogonalidad y ortonormalidad

Hemos dicho que la funcién de onda de una particula se puede escribir como una com-
binacion lineal de las autofunciones de cualquier operador asociado a dicha particula.
Estas combinaciones lineales tendran unos coeficientes u otros dependiendo del ope-
rador cuyas autofunciones estemos usando. Las funciones de onda de una particula
tienen estructura de espacio vectorial. En este espacio vectorial se puede definir un
producto escalar. En el caso de las funciones de onda, el producto escalar de dos de
ellas, f1(x) y fo(z), se define asf:

@) 6 fala) = [ fr(@)fola) da. (12,29

Noétese que el punto ® entre las dos funciones lo que denota es el producto escalar de
ellas, no la multiplicacién ordinaria, para la que no ponemos punto como es habitual.
Se define la norma || f(z) || de una funcién de onda f(x) como

| ) 1= T 0 1) = [ P0G de (12.30)

Cuando uno resuelve la ecuacién de autovalores de un operador para encontrar
sus autofunciones, puede ocurrir que las autofunciones que obtengamos no estén
normalizadas, esto es, que la norma de alguna de ellas no sea la unidad. Entonces lo




204 CAPITULO 12. LA FISICA CUANTICA

que hemos de hacer es normalizarlas, o sea, dividirlas por su norma. De esta forma
seguiran siendo solucién de la ecuacién de autovalores y ademds su norma sera la
unidad.

Una propiedad muy importante (que no demostraremos) es que las autofun-
ciones de un operador son siempre ortonormales. Si cogemos dos de ellas
asociadas a dos autovalores distintos entonces su producto escalar vale cero (or-
togonalidad). Si hacemos el producto escalar de una de ellas consigo misma vale
uno(normalidad). Esto se suele expresar de forma compacta de la siguiente manera
(tomando como ejemplo un par de autofunciones de la energia):

E@ s = [ wroa=s-{ § 312 (12.31)

El que las autofunciones de un operador sean ortonormales nos permite calcular
cual es la probabilidad de obtener cierto resultado al realizar la medida de una
magnitud fisica sin necesidad de tener que escribir la funciéon de onda de la particula
en la base de autofunciones asociada a dicho operador, cosa que puede resultar algo
dificil en la practica. Es muy facil de ver que el coeficiente correspondiente, cuyo
moédulo al cuadrado da dicha probabilidad, es simplemente el producto escalar de
la autofuncién correspondiente? multiplicada por la funcion de onda en la que se
encuentre la particula. Dicho de esta forma quiza no se entienda muy bien, pero el
siguiente ejemplo permitira comprenderlo mejor.

Supongamos que la funcién de onda de la particula es fJ*(x). Si ahora queremos
calcular cudl es la probabilidad de que al realizar un medida de la energia se obtenga
Ej3, en principio lo que tendriamos que hacer es escribir f3*(z) como suma de las
autofunciones de la energia, en la forma que estd en (12.21), y observar cudnto vale
c. Pero hay un camino mas facil: multiplicar escalarmente ff(x) por fi"(z). Ello
da directamente c¢. Vedmoslo (este ejemplo sirve como demostracion si pensamos en
un par de funciones genéricas):

f(2) © f37(x / ) f3" (x) dx
— [ 1@ (aff (@) + bIE (@) + ofF (@) + dfF (@) do
= a/ o) fE( da:+b/ o) fE (x)da
+e / 2)fE(z)dz + d / 2)fE (x)dz
= a0+ b0+ cl +d0 = c. (12.32)

Por tanto, podemos generalizar el postulado 5 (12.23) del siguiente modo:

20 sea, la autofuncién correspondiente al autovalor en cuya probabilidad estamos interesados.



12.6. VALOR MEDIO DE UNA VARIABLE DINAMICA 205

Postulado 5: Probabilidades de los resultados

La probabilidad de obtener el valor propio a; de la magnitud A es igual al cua-
drado del modulo del producto escalar de la funcion propia correspondiente a
dicho autovalor, por la funcion de onda que representa al estado del sistema. FEs
decir:

Prob[A = a;] = |f{!(x) © f(2) ], (12.33)

siendo f(x) la funcion de onda que define el estado de la particula antes de
hacer la medida.

12.6 Valor medio de una variable dinamica

Supongamos que tenemos un nimero muy elevado de particulas, todas con la misma
funcién de onda. O sea, tenemos muchos sistemas fisicos, todos en el mismo esta-
do, descrito por ejemplo por la funcién de onda f5*(x). Supongamos que cuando
expresamos f3°(x) en la base de las autofunciones de la energia encontramos que

HOEDY aiff(x). (12.34)

Aqui el conjunto de coeficientes (c1, ¢a, ¢3,¢4) (componentes de f5*(z) en la base de
las autofunciones f¥(z), con i = 1,2,3,4) es lo que antes habfamos denotado por
(a,b, c,d). Utilizamos esta notacién para simplificar la escritura.

Supongamos también que sobre una de estas particulas realizamos una medida de
la energfa. La probabilidad de obtener E; serd |¢;|* (con i = 1,2,3,4). Supongamos
que también decidimos medir la energia sobre otra de estas particulas; igualmente
la probabilidad de obtener E; serd |c;|? (con ¢ = 1,2,3,4). Y asi con todas las
particulas de que dispongo. Si tengo muchas particulas entonces el valor medio de
la energia de todo el conjunto serd simplemente

4
() =Y |eE. (12.35)
i=1

Sin embargo, a la hora de calcular el valor medio de cierta variable dinamica no
hace falta recurrir a expresiones de la forma (12.35), que por otra parte son bastante
engorrosas pues requieren expresar la funcién del onda del sistema (en ese caso f3*)
en la base del operador correspondiente (en este caso E) Todo esto se puede evitar
si nos percatamos de que el valor medio de una variable dinamica A representada
por el operador A, cuando la funcién de onda de la particula es f (x), viene dado

por:

o0

(A) = / Fr(0)Af (2) da. (12.36)

—00
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La demostracion de esto quiza se comprenda mejor con un ejemplo concreto, como
hicimos en (12.32). Supongamos que la funcién de onda de la particula es f5* y que
queremos calcular cudal es el valor medio de la energia. Entonces:

(E)= [~ dz g (@ Ef (@)

= [ s (Z c:‘ff*m) i (2 cjff(x))

=1

i=1j=1 —o©
4 4 oo
= Z Z c;-kcj/ dx fiE*(a:)Ejf]E(x)
i=1j=1 -0
4 4 0o
= ZZC?CJ‘EJ'/ dx 7 (x) f] (z)
i=1j=1 -
4
=D cicEd;
i=1j=1
4
= |al?E;, (12.37)
i=1

que es precisamente la expresion del valor medio de la energia, segin se vio en

(12.35).

12.7 El operador posicion es bastante peculiar

Si nos fijamos en la ecuacién (12.19) nos daremos cuenta que el operador posicién
es bastante peculiar. El mismo simbolo que aparece como variable dentro de la
autofuncién, la z, es también el correspondiente autovalor. Esto le confiere a la
posicion un papel especial dentro de la teoria. Resulta que al resolver la ecuacion
de autovalores y autovectores del operador de posicion no se obtiene un conjunto
discreto, sino continuo. Es decir, en el caso de los autovalores no obtenemos los
nimeros i, s, T3, . . ., Sino que se obtiene que a puede ser cualquier ntimero real®.
Esta circunstancia hace que alguna de las cosas que se han dicho hasta ahora para
un operador cualquiera haya que modificarlas. Por ejemplo, en la base vectorial de
las autofunciones de Z una funciéon de onda cualquiera, en vez de expresarse como
una combinacién lineal en un indice discreto (sumatorio como el (12.22)), se tendria

3Al conjunto de los autovalores de un operador se le denomina espectro del mismo. Hasta
ahora habiamos supuesto implicitamente que nuestros operadores tenian un espectro discreto. El
operador posicion es el primer caso que vemos de operador con espectro continuo.
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una integral en el indice continuo. Asi, si la autofuncién de & correspondiente al
autovalor « la denominamos fZ(x), la expresién andloga a (12.22) seria

+oo
() = / @) fi(@)da (12.38)
Es decir, la suma en el indice discreto ¢ se convierte en la integral en el indice
continuo «. La receta (12.23) para el calculo de probabilidades de los resultados
de la medida de una magnitud fisica también se ve modificada cuando el operador
asociado a la magnitud tiene un espectro continuo, pues en este caso la ecuacion
(12.24) ya no es valida, debiendo usarse en su lugar una del tipo de la (12.38)

+oo
f@)= [ le)fw)da. (12:39)
Si ahora comparamos (12.39) con (12.24), vemos que el analogo a la 3; de (12.24)
es f(a)da. Por tanto, en lugar de (12.23) ahora tendremos

Prob[A = a] — 0. (12.40)

En realidad, al aproximar la integral (12.39) al sumatorio (12.24), lo que hemos
hecho es “dividir” el eje de las a en “intervalitos” de ancho da, y (12.40) lo que
nos da es la probabilidad de que al medir A obtengamos un valor perteneciente al
intervalito [, a + da. Para obtener una probabilidad finita debemos hacer finito
el intervalito. Es decir, la probabilidad de que al medir A obtengamos un valor
perteneciente al intervalo [ay, as| serd la “suma” de las probabilidades de que el
resultado pertenezca al intervalo [ay, a1 + da, 6 al intervalo [a; + da, aq + 2dal], 6
al [a; + 2da, « — 1 + 3da], 6 .... En definitiva:

ProblA =« € [a;, as]] = /a2 1B(a) Pda. (12.41)

aq
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Capitulo 13
APLICACIONES ACADEMICAS

La primera seccién de este capitulo la dedicaremos a estudiar algunas cuestiones de
Fisica Clasica que nos seran muy utiles en nuestro estudio de Fisica Cuantica. En la
segunda seccién aplicaremos los conocimientos que hemos adquirido en el capitulo
anterior a varios casos concretos. Finalmente, estudiaremos cosas tan importantes
como el principio de incertidumbre de Heisenberg o el efecto ttnel.

13.1 Relacion entre la fuerza y la energia

Vamos a volver por un momento la vista hacia la Fisica Clasica. Vimos a comienzos
de curso como conocidas las fuerzas que actiian sobre una particula podemos predecir
su movimiento. Lo unico que habia que hacer era resolver una ecuacién diferencial
llamada Segunda Ley de Newton, imponiendo a la solucion general que sale de ella
las condiciones iniciales particulares de nuestro problema.

También habiamos definido los conceptos de energia cinética, potencial y mecanica
(suma de las dos anteriores). Definimos la energia potencial como una funcién de
la posicion z tal que su diferencial cambiada de signo daba el trabajo elemental. Es
decir:

_dEp(l’)
dr
Esta intima relacion entre la fuerza y la energia potencial permite describir el

movimiento de una particula analizando la curva de su energia potencial. Para ello

es fundamental tener en cuenta que si todas las fuerzas que actian sobre el
sistema se pueden derivar de una energia potencial entonces la energia
mecanica del sistema (suma de la energia cinética y potencial) se conserva.

F(z) = (13.1)

E=FE.+E, = cte. (13.2)

En la figura 13.1 he dibujado un ejemplo de curva de energia potencial de una
particula, o sea, el valor de la energia potencial como funcién de la posicion. Pasar

209
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+ Ep(x)

Ei
E2
» X

Xy X, X, X3 Xy Xs

Figura 13.1: Curva de energia potencial.

Ep(x) Ep(x)
A A
- -——————sses X 4‘_—74—ﬁ(—> X
X, Xs X, X, X, X5 X4 Xs

Figura 13.2: Zona permitida y prohibida para el movimiento (cldsicamente).
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de la curva que representa la energia potencial a la curva que representa la fuerza es
trivial; basta con derivar la primera respecto a x. Para pasar de la energia potencial
a la fuerza habria que realizar el proceso contrario, o sea, integrar. En este proceso
de integracién siempre queda una constante por definir, la constante de integracion.
Es por ello que se dice que la energia potencial queda definida salvo una constante.
El valor de esta constante es irrelevante, o sea, el movimiento de la particula no
depende de él, pues, valga lo que valga, la fuerza a la que esta sometida la particula
es la misma. También en la figura 13.1 he representado la energia mecénica de la
particula. Es una linea recta horizontal porque si, como decimos, la energia mecanica
se conserva, entonces su valor no puede cambiar de un punto al otro del eje x. Este
valor constante depende de las condiciones iniciales que tenga la particula. En la
figura se han representado dos valores distintos de las condiciones iniciales, lo que
da lugar a dos energias mecanicas distintas, £y y Fs.

Para analizar el movimiento utilizando la curva de energia potencial conviene
ver la ecuacién (13.2) como

E.=E — Ey(xz), (13.3)

de forma que F, sera también una funcion de x. Por otra parte se sabe que E. =
mv? /2, con lo que la energia cinética siempre ha de ser positiva. Por tanto, aquellos
valores de z en los que E < E, (y que segtin (13.3) darfan una E,. negativa) son
zonas prohibidas para el movimiento de la particula. En los puntos en los que
E = E, ocurre (también segin (13.3)) que E, se hace cero. Esto significa que la
velocidad se hara cero. En estos puntos cambia el sentido del movimiento. Por ello
se llaman puntos de retorno. En la figura 13.2 podemos ver las zonas prohibidas y
permitidas para el movimiento de una particula sujeta a la energia potencial de la
figura 13.1 para dos valores distintos de las condiciones iniciales, esto es, para dos
valores distintos de la energia mecanica de la particula, F; y F5. En el caso en el
que la energia mecédnica es F; el movimiento se realiza entre las zonas x; y z4. En
el caso en el que la energia mecanica es Fy el movimiento se realiza entre las zonas
X1y 9 si inicialmente la particula se encontraba en este intervalo, o entre las zonas
T3y x4 si inicialmente la particula estaba entre estos dos puntos. En el resto del
eje x la particula nunca se puede encontrar pues ello implicaria tener una energia
cinética negativa, segtin (13.3).

13.2 Ejemplos de autovalores y autofunciones de
la energia

Volvamos a la Fisica Cuantica, que es lo que nos ocupa en estos dias. En esta
seccion mostraré los autovalores y las autofunciones de la energia mecénica de una
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Ep(x)

A

>
>

» X

Figura 13.3: Curva de la energia potencial para el pozo infinito de anchura L.

particula para distintos casos de su energfa potencial'. Para ello hemos de resolver
la ecuacién:

Ef(z) = Ef(x), (13.4)
donde
R . . n* 0 -
E@@:&@@+&@@——%ﬁp+&@L (13.5)
ya que
Ey(#,p) = Ey(&) = Ey()1, (13.6)

pues, como habiamos dicho en el capitulo anterior, £ = x1, siendo 1 el operador
identidad. Lo que caracteriza a los casos que vamos a estudiar es la funciéon E,(z)
que, como veremos, tiene una forma distinta en cada uno de ellos.

13.2.1 Pozo cuadrado infinito de anchura L

En este caso la particula estd sujeta a una energia potencial con el aspecto que se
muestra en la figura 13.3. Clasicamente una particula sujeta a una energia potencial
de este tipo se estaria moviendo libremente entre z = 0 y = L rebotando siem-
pre que llega a uno de estos dos puntos ya que el resto del eje x es impenetrable
(prohibido): sea cual sea la energia mecédnica de la particula su energia cinética
fuera del intervalo [0, L] serfa negativa ya que la energia potencial serfa infinita.
Cuanticamente, por el contrario, no podemos decir que la particula se esté movien-
do de la forma indicada anteriormente. Sélo tenemos un conjunto de reglas que
nos permiten calcular las probabilidades de encontrar cierto valor de una magnitud
cuando la medimos.

LAl final de esta seccién explicaré por qué estudio los casos que estudio y no otros, y por qué
mostramos las autofunciones y los autovalores del operador energia y no de cualquier otro operador.
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£ (x) £,(x) £ (x)

A A

Figura 13.4: Autofunciones del pozo infinito paran =1,2 y 3.

Para calcular los autovalores y las autofunciones del operador energia hemos de
resolver la ecuacion
B 9 f(x)

C2m Ox2

+ Ep(2)f(z) = Ef(2), (13.7)

teniendo en cuenta que

o siz<0
E,(x)=4¢ 0 si0<z<L (13.8)
oo siz> L.

En (13.7) la incdgnita es la funcién f(z), o sea, las autofunciones del operador
energia en este caso. En cierto modo también F es una incognita, ya que la ecuacion
(13.7) sélo tiene solucién para algunos valores de F, y estos hemos de descubrirlos.
(13.7) es una ecuacién diferencial. Hallar su solucién no es dificil, pero requiere de
algunos conocimientos matematicos que a este nivel no se suelen tener. Por ello
nos limitaremos a escribir directamente el resultado; cudles son las funciones f(z)
y cuales son los valores de E para los que esta ecuacién tiene solucion. Son los
siguientes (los enumeraremos con el subindice n):

2h2
= %Tﬂ; n=1,23,.. (13.9)
m
2 nmx i
FP(x) = /£ sen(252) slszsl (13.10)
0 sir<06x>1L

Lo més importante que se deduce de este ejemplo es la denominada cuantizacion
de la energia: Mientras que clasicamente, en este problema, la energia puede tomar
cualquier valor real (fijado por las condiciones iniciales), cudnticamente sélo puede
tomar un conjunto discreto de valores (los dados por (13.9).

En la figura 13.4 se muestran las autofunciones paran = 1,2y 3.
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Ep(x)

A

Ep(x)= %k}c2

» X

Figura 13.5: Curva de la energia potencial de un oscilador arménico.

13.2.2 Oscilador armonico simple

Supongamos que una particula de masa m se mueve cldsicamente sometida a la
fuerza de un muelle de constante k. En la figura 13.5 se representa su energia

potencial. Llamaremos, como de costumbre, w a la cantidad /k/m. Tendremos que
resolver la ecuacién (13.7), pero ahora

1
E,(z) = 51«3:2, (13.11)

en vez de (13.8).
Los autovalores y las autofunciones en este caso son

1
En:hw(§+n) : n=0,1,2,3, ... (13.12)
( 1)7], h 271471 dn
By — _\T g’ 2 [omtte?] 13.13
o) V2 <W> =l 1)

En la figura 13.6 se muestran las autofunciones para distintos valores de n. Lo
mas destacable de todo esto es que si observamos estas autofunciones con cuidado
nos daremos cuenta de que se salen un poquito de la zona en la que clasicamente
se puede mover la particula. O sea, tras medir la energia de la particula existe
cierta probabilidad de encontrar a ésta en la zona prohibida clasicamente
(dado que la probabilidad viene dada por |f(z)|?dx y esta cantidad serd distinta
de cero para algunos valores de x que estdn en la zona cldsicamente prohibida).
Estrictamente, como la funcién de onda no se hace cero nunca, sino que se aproxima
asintéticamente a cero para x — <00, por lejos que estemos del origen siempre
habra alguna probabilidad de encontrar la particula. Esto es algo sorprendente, sin
parangén dentro de la Fisica Clasica. Este hecho esta intimamente relacionado con
el llamado “efecto tunel”, de multiples aplicaciones tecnolégicas y que discutiremos
mas adelante.
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Ep(x) Ep(x) Ep(x)

A A A

£(x) fi°(x) £(x)

Figura 13.6: Autofunciones del oscilador armoénico para n = 0,1y 2.

13.3 El principio de incertidumbre

Lo primero que debemos decir del principio de incertidumbre es que no es realmente
un principio tal y como se definié la nocién de principio en el capitulo 1, o sea, como
equivalente a ley, axioma o postulado. Por el contrario, el “principio” de incerti-
dumbre de Heisenberg se puede deducir a partir de el conjunto de postulados que
se han ido introduciendo a lo largo de estas lecciones de Fisica Cuantica. Nosotros,
sin embargo, no lo deduciremos. Nos conformaremos con enunciarlo?, pero antes
necesitaremos unos cuantos conceptos:

e Magnitudes compatibles e incompatibles

Supongamos que existen dos magnitudes, A y B, representadas por los ope-
radores A (con autovalores ay, as, as, . . ., y autofunciones f{(z), f{(x), f&(x),.. )y
B (con autovalores by, by, bs ... y autofunciones f(x), f£(x), f2(x),...). Vamos a
realizar tres medidas consecutivas simultdneas®. La primera y la tltima de A; la
segunda de B. El resultado de la primera medida serd uno de los autovalores de 121,
digamos a;, y la funcién de onda, f(z), como consecuencia de la medida, colapsard a
la autofuncién f{(x). Ahora se mide B, y la funcién de onda vuelve a colapsar a la
autofuncion fJB(a:) de B, correspondiente al autovalor, digamos b;, que se obtiene en
esta segunda medida. Finalmente, supongamos que sea a; el resultado de la tercera
medida. ;Seran los valores a; y aj iguales? En general no, puesto que en la primera
medida de A la particula se encuentra en el estado definido por la funcién de onda
f(z) (que puede ser cualquiera), y en la segunda medida de A (la tercera de las
realizadas) la particula se encuentra en el estado definido por la funcién de onda
fJB(a:) que, en principio, serd distinta de f(z). Sin embargo se dan ocasiones en que
a; = ai, con independencia del estado f(x) de partida. Cuando esto ocurre se dice
que las magnitudes A y B son compatibles. Y en el caso general, cuando esto no

2El estudiante interesado puede encontrar la demostracién rigurosa del mismo en el libro de
D.T. Gillespie recomendado en la bibliografia. Este libro es muy recomendable para todo lo que
estamos viendo de Fisica Cudntica.

3iEsto es una contradiccién! Consecutivas significa una detrds de otra, y simultdneas, a la vez.
JEn qué quedamos? Vamos a hacerlas una detras de otra, pero sin dejar que pase apenas tiempo
entre las mismas. Idealmente, el tiempo transcurrido entre una medida y la siguiente es cero.



216 CAPITULO 13. APLICACIONES ACADEMICAS

ocurre, A y B se dicen incompatibles.

e Autofunciones comunes

Cuando los operadores correspondientes a dos magnitudes fisicas comparten to-
das sus autofunciones se dice que tienen una base propia comun. Por supuesto, estos
operadores no compartiran los autovalores (al menos, no todos), pues si no serian
idénticos y no representarian a dos magnitudes fisicas distintas.

e Conmutador de dos operadores

En general, el estado de una particula tras la medida consecutiva de dos mag-
nitudes fisicas A y B dependera del orden en que se realicen. Una medida de la
relevancia de este efecto la da el conmutador de A y B , que es un operador definido
por:

[A,B] = AB — BA. (13.14)

eTeorema de compatibilidad

Este teorema muestra la intima conexién que existe entre los tres conceptos
recién comentados, y solo lo vamos a enunciar sin demostracion. Dice que dadas dos
magnitudes A y B representadas por los operadores A y B entonces cualquiera de
las tres condiciones siguientes implica las otras dos:

(i) Ay B son magnitudes compatibles.

(49) Ay B poseen una base comn.

(#4i) El conmutador de A y B, [A, B, vale cero.

eValor medio y dispersion

Pensemos en cierta magnitud, por ejemplo la velocidad de la particula v,. Tendra
asociada cierto operador que llamaremos ©,. Denominemos v,1, Vo, Vsz3,... a los
autovalores de 0., y fi(x), f3*(x), f3(x), ... a las correspondientes autofunciones.
Ahora supongamos que tenemos una gran coleccion de N particulas, todas ellas en
un estado descrito por la misma funcién de onda f(x). Sabemos que en general, si
decidimos medir en todas estas particulas su velocidad vz, entonces, en principio,
obtendremos resultados diferentes. Llamaremos v{" al resultado que se obtiene al
realizar la medida sobre la particula ¢ del conjunto. Cualquiera que sea el valor
de i, el valor de v{?) debe coincidir con alguno de los autovalores vgy; de U,. La
probabilidad de que v{!) = v,; no depende de i, y viene dada por? |7 (x) © f(z)].
Ya vimos en el capitulo anterior como calcular el valor medio de v,, que llamaremos
(va)-

Ahora vamos a introducir un concepto nuevo, el concepto de dispersién®. Se
define como

N (4)

_ i1 (Ve — (vg))?
Av, = \l N : (13.15)

Ver (12.32).
>También se denomina desviacién cuadrética media é desviacién tipica.
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n° de particulas con v, n° de particulas con v, n° de particulas con v,
A A A
40+ 40 40+
30 -+ 30 -+ 30
20 | 20 | 20 |
10 10 10
ninguna dispersion Vi poca dispersion Vi mucha dispersion

Figura 13.7: Distintos ejemplos de dispersion cuadratica media.

Si nos fijamos en esta definicién nos daremos cuenta de que basicamente mide cuanto
se desvia de la media (v,) el resultado de cada una de las medidas: v — (v,). Al
dividir por el nimero de medidas lo que estamos haciendo es algo asi como el valor
medio de esta cantidad. Sin embargo, para que las desviaciones por encima de
la media (positivas) no puedan cancelarse con las desviaciones por debajo de la
media (negativas), lo que se hace es elevar todas ellas al cuadrado; por tltimo, para
“corregir” el haber elevado al cuadrado, tomamos la raiz cuadrada.

Se puede demostrar facilmente que (13.15) también puede escribirse como

Av, =/ (v2) — (v,)?, (13.16)

o sea, que para calcular la dispersion lo tnico que necesitamos conocer es el valor
medio de v, y el valor medio de v2.

En la figura 13.7 se muestran los resultados de medir v, sobre tres conjuntos
distintos de particulas. En el primer conjunto todas las particulas tienen la misma
vz, por eso todas los resultados coinciden con el valor medio de estos. En el segundo
conjunto hay unas pocas particulas cuya v, se aparta un poco del valor medio.
Entonces la Av, para este conjunto es pequena. Por ultimo, en el tercer conjunto
casi ninguna particula tiene una v, igual al valor medio de estas medidas. Entonces
su Av, es grande. En otras palabras, Av, es una medida de cuanto de dispersos
estan lo resultados.

e “Principio” (teorema) de incertidumbre de Heisenberg

Ahora estamos en condiciones de enunciarlo. Supongamos que en cierto instan-
te tenemos un conjunto enorme de particulas, todas ellas descritas por la misma
funcién de onda f(z), y que decidimos medir a la vez A sobre un gran nimero de
estas particulas, y sobre las restantes medir B. Matematicamente, el enunciado del
“principio” establece que
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(AA)(AB) > %y <A,B]>|. (13.17)

Este resultado es muy importante. Significa que si dos operadores no son compatibles
(0 no tienen una base comun, o su conmutador es distinto de cero, que todo es lo
mismo) entonces, necesariamente, el producto de las dispersiones de los resultados
de las medidas es distinto de cero. Como consecuencia de ello, sea cual sea el estado
en el que se encuentre el conjunto de particulas, si la funcién de onda que las describe
(f(x)) es tal que al medir la dispersién de A es muy pequena, entonces la dispersién
de B serd muy grande. Por ejemplo, se puede demostrar que

AxAp, > g (13.18)

Esto significa que no existe una funcién de onda f(z) para estas particulas tal que si
los valores de x tienen muy poca dispersién, los valores de p, también tengan poca
dispersién. La interpretacion méas aceptada de la Fisica Cuantica afirma incluso
algo mas. Nos dice que en el mundo microscopico conceptos tales como velocidad o
posicién no tienen un significado claro. Es cierto que cuando tenemos una particula
(o un conjunto de ellas) cuyo estado estd descrito por una funcién de onda que
define con mucha precisién la posicién de la particula, su cantidad de movimiento
no esta claramente definida. Cuanto mayor sea la precisién con que la funcion de
onda describa la posicion de la particula, con menor precision describird su cantidad
de movimiento. De ahi a decir que conceptos como el de posicién o el de cantidad
de movimiento no estan plenamente definidos para las particulas microscopicas, y
que su significado es mucho més “difuso” que el que tienen en Fisica Clasica, sélo
hay un paso. Sin embargo, hay que andarse con mucho cuidado a la hora de hacer
afirmaciones de este tipo; el que la Fisica Cuantica no describa a veces con precision
ciertos conceptos, no quiere decir que estos tengan una “realidad difusa”. Este es
un punto muy polémico y de gran interés.

13.4 El efecto tunel

Ya algo parecido al efecto tinel hemos visto cuando se ha estudiado el oscilador
armoénico. Sabemos que la Fisica Cuantica nos lleva a algunos resultados dificiles
de entender con nuestra vision cldsica de las cosas. Ejemplo de ellos son el que
los valores posibles que se pueden obtener al realizar la medida de cierta variable
dindmica estdn limitados (discretizados o cuantizados) o la existencia del principio
de incertidumbre. Uno de los ejemplos mas notables de esta diferencia entre la Fisica
Clésica y la Fisica Cudntica es el llamado efecto tinel. Este no sélo representa una
curiosidad chocante con nuestros esquemas clasicos sino que ademas tiene multiples
aplicaciones en la ingenieria de telecomunicacién. Supongamos que tenemos una
energia potencial de la forma dada por la figura 13.8 y que la energia de la particula
estd por debajo de la barrera de potencial (E < Epn,,). Clasicamente, cuando



13.4. EL EFECTO TUNEL 219

Epﬁx)

« —— Epmax

Emec

Emec < Ep max

B>

zona clasicamente prohibida

Figura 13.8: Efecto tunel.

la particula llega a la zona en la que E. = E debe invertir su movimiento para
no entrar en la zona prohibida. Sin embargo, cuanticamente se puede demostrar
que existe cierta probabilidad de que la particula entre en la zona prohibida, atra-
vesando la barrera de potencial y apareciendo al otro lado de ésta. Esto es muy
sorprendente. Es como si impulsdsemos un coche con una energia cinética que es
inferior a la energia potencial que tendria en lo alto de una colina, pero a veces,
misteriosamente, el coche apareciera al otro lado de la colina. El estudio del efecto
tunel dentro del marco conceptual de la Fisica Cuantica que estamos desarrollan-
do requiere de conocimientos matematicos que a esta altura no tenéis. Incluso con
estos conocimientos matematicos el estudio del efecto tinel es bastante laborioso.
Ninguno de los libros de la bibliografia que os he recomendado lo realiza con rigor
y esto se extiende incluso a la mayoria de los manuales més especializados. Baste
por tanto por el momento con esta idea vaga sobre el efecto tiunel.
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13.5 Problemas

wd»

1. (a) Demostrar que la funcién e es una funcién propia del operador “+-

. Cudl es el valor propio correspondiente?

4 d »

es una funciéon propia del operador “z.=-

(b) Demostrar que la funcién x e

;,Cudl es el valor propio correspondiente?

(¢) Obtener un operador (excluido el operador O = ¢l siendo I el operador
identidad, definido por I(z,t) = ¢ (x,t)) del cual sea funcién propia la funcion

f(z) = cos(bx).
Solucién: (a)3; (b)4.
Probar que el operador CA", donde ¢ es un nimero y n = 0,1, 2, .., tiene por

1
funciones propias {fi(z)} y valores propios {ca}}, donde {fi(x)} y {a;} son
las funciones propias y los autovalores del operador A.
Ayuda: Establecer el resultado para n = 0 y n = 1; luego demostrar que el
resultado es valido para todo n > 2 si lo es para n — 1.

Dados dos operadores A y B, se define el conmutador de A con B por el

operador o
AB — BA,

conmutan entre si.

Se pide:

(a) Demostrar que todo operador conmuta consigo mismo.
(b) Demostrar que [A, B] = —[B, A].

(c) Sea I el operador identidad. Demostrar que [I,A] = 0, para cualquier
operador A.

(d) Demostrar que o A o o
[A, cC + dD] = c[A, C| + d[A, D],
siendo ¢ y d nimeros cualesquiera.

(e) Demostrar la relacién

A

[A, BC) = BIA,C] + [A, B]C.

4. Obtener el conmutador de los operadores posicién y cantidad de movimiento

asociados a una particula cudntica moviéndose en el eje OX.

Solucién: ihl , siendo Iel operador identidad.

6Cuando escribimos [A,Bl = 0 estamos indicando que el conmutador de A y B es igual al
operador nulo 0 definido por 0¢(z,t) = 0.
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5. Sean @, p, E., V = (1/2)kz?, y E los operadores posicién, cantidad de mo-
vimiento, energia cinética, energia potencial, y energia total, asociados a un
oscilador cuantico de masa m moviéndose en el eje OX. Obtener los conmu-
tadores [2, E,], [2, V], y [, E].

Nota: Usénse los resultados de los problemas anteriores.

6. (a) Demostrar que una particula de un gramo puede tener definida su posicién
con una precisiéon de 0.001 micra y su velocidad con la de 0.001 micra por
siglo, sin que se viole el principio de incertidumbre.

(b) Para un electrén (m. =~ 10727 gr) confinado en un intervalo del orden de
un didmetro atémico (distancia &~ 1078 cm), jcudl es el valor minimo de la
incertidumbre en la velocidad?

7. Dos magnitudes fisicas, A y B, de un sistema cudntico estdn representadas por
los operadores A y B respectivamente. Sean a; y o;(x) (i = 1,2,3) los valores
propios y funciones propias del operador A, y b; y (;(z) los correspondientes
a B. La expresion de las funciones propias de B a partir de las de A es:

V3 1 1 V3

Bi(r) = 7041(33) + 5042(33) i Bo(r) = 5041(3?) - 7042(3?) ; Bs(r) = ag(x).

Se pide:

(a) Este desarrollo es compatible con la ortonormalidad de {a;(x)} y {Bi(x)}.
Demuéstrese por ejemplo (usando la ortonormalidad de {«;(z)}) que
B1(z) v P2(x) son ortogonales.

(b) Desarrollar los vectores propios de A en funcién de los de B.
(c) ¢Cuél es el valor medio de A en (3 (x)?

(d) Si el sistema se encuentra en el estado ay(r), ;qué probabilidad hay de
que una medida de B dé como resultado by?

(e) ;Cusl es el valor medio de A en el estado (normalizarlo previamente)
(vV3/2)B1(z) 4+ (1/v2)B2(x) + (1/4/2)B5(2)? {Y la desviacién cuadratica

media?

8. Sean A y B los operadores que representan a las magnitudes fisicas A y B
de una particula cudntica, y sean fi(z) y fo(z) los autoestados de A (con
autovalores a; y ay respectivamente), y g1(z) y go(2) los de B, (con autovalores
by y by respectivamente), verificindose las relaciones

1

filz) = %[91(93) + @) o) = 5l () =~ g(a)

Si medimos A en 1000000 particulas que se encuentran en el estado (x) =
%gl(x) + \/ggg(x), Jen cuantas se obtendra as?
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10.

11.
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El estudio mecéanico-cuantico de una particula de masa m obligada a moverse,
dentro del intervalo [0, L] del eje OX (dentro del intervalo puede moverse
libremente pero no puede salir de él; es lo que se conoce por pozo de potencial)
da como resultado las siguientes funciones propias del operador energia dentro
del intervalo (fuera de él la funcién de onda es cero):

ful) = @sem?),

donde n > 1. Los correspondientes autovalores del operador energia son:
B n?m2h?
" omL?
Se pide:
(a) {fn(x)} es un conjunto ortonormal. Comprobar por ejemplo que fi(z)
estd normalizada, y que fi(x) y fa(x) son ortogonales.

(b) Representar graficamente el estado de energia minima (estado fundamen-
tal) y el primer estado excitado (n = 2), asi como las densidades de
probabilidad de presencia de la particula asociadas a dichas funciones
propias.

(¢) ;Cudntos nodos tiene f,(x) dentro del intervalo?

(d) Obtener la separacién relativa de los niveles de energia, definida por
(Eni1— En)/Ey.

Demostrar que la incertidumbre de la cantidad de movimiento de cualquier
particula en un pozo de potencial no puede ser nunca inferior a h/2L.

Una particula de masa m se encuentra en un pozo cuadrado infinito de anchura
L, siendo su estado inicial”:

V3 1
Yolz) = - fi(z) + 5 fol2),
donde fi(x) y fa(z) son las funciones propias correspondientes a los dos pri-
meros niveles energéticos (ver problema anterior). Se pide:

(a) Comprobar que vy(z) estd normalizado.

(b) Obtener la funcién de onda y la densidad de probabilidad de presencia
de la particula en funcién del tiempo.

(c) Sise mide la energia del sistema en un instante t, jqué valores se pueden
obtener y con qué probabilidades?

"Para hacer este problema y el siguiente higase uso de la expresién de las funciones propias y
los autovalores del operador energia que se dan en el problema anterior.
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12.

13.

14.

15.

(d) Obtener el valor medio de la energia y su desviacién cuadratica media en
el instante .

Una particula de masa m se encuentra en un pozo cuadrado infinito de anchura
L, siendo su estado inicial:

bolx) = 3 f(2) + %fm) iy (),

V3 V5

donde fi(x), fo(x) y f3(x) son las funciones propias correspondientes a los tres
primeros niveles energéticos. Se pide:

(a
(b
(c
(d

Ver si ¢)y(z) estd normalizado, y normalizarlo en caso de que no lo esté.
Valor medio de la energia en el instante inicial.

)
)
) Obtener el estado para ¢t > 0, asi como el valor medio de la energia.

) Si se hace una medida de la energia en un instante dado ¢, ;qué valores
pueden obtenerse y con qué probabilidades?

(e) Suponiendo que la medida anterior dé como resultado Ej, jcudl es el
estado inmediatamente posterior a la medida? ;Y para ty > t17

(f) Representar graficamente la densidad de probabilidad para t = t,.

Una particula cuantica se encuentra en un pozo cuadrado infinito de longitud
L, en el autoestado de la energia fi(x) = \/2/7L><sin(7rx/L), siendo 72h*/2mL>
el autovalor correspondiente (fuera del intervalo (0, L) la funcién de onda vale
cero). (Cudles son los valores medios de la posicién y la cantidad de movi-
miento en fi(z)?

Una particula clésica de masa m = 1gr se mueve en el eje OX sometida a
la fuerza F = —ka7, siendo k = 0.4 Nm~'. Si la particula tiene una energia
total £ = 1.8 x 107° J, jen qué zona de la recta real es imposible encontrar a
la particula en una medida de la posicién?

Sea una particula cuantica de masa m en un potencial de oscilador armoénico
V(x) = (1/2)kz?, la cual se encuentra en el estado fundamental ® (estado de

8Los autovalores del operador energia asociado al oscilador arménico cudntico estdn dados por

1
E, = <n+§) hw ; n=0,1,2,..,

y las correspondientes funciones propias son

2n—1
_ (_1)n i ! m‘;’xr‘)i —mw g2
h0 === ) ¥ o]

siendo w = /k/m.
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minima energfa). ;Cudl es la probabilidad de que la particula se encuentre en
la zona clasicamente prohibida?

Solucién: (2//7) [ e % du

(a) Obtener la separacion relativa de los niveles de energia del oscilador arménico
cuantico en torno al valor F,, definida por

An _ En+1 - En

E,
(b) Suponiendo que la expresién de los niveles energéticos del oscilador cuantico
se puede aplicar a un oscilador arménico clasico obtener, para una particula
clasica de masa m = 1gr que oscila con una frecuencia v = 1 Hz y una
amplitud A = 1 ¢em, el nimero cuantico n, la separacién relativa A,,, y el nivel
energético mas bajo.

Una particula cuantica de masa m se encuentra sometida a un potencial de
oscilador arménico V(z) = (1/2)kx?.En ¢t = 0 se efectia una medida de la
energfa, obteniéndose como resultado el valor (3/2)hw, siendo w = /k/m. Se
pide:

(a) Escribir la funcién de onda para ¢t > 0.

(b) Obtener los puntos donde es méaxima y minima la densidad de probabili-
dad de presencia de la particula, asi como los valores de dicha densidad
en esos puntos.



