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Practica 8: METODO DE EULER

1 Objeto de la practica

En esta practica se trata de analizar numéricamente de forma sencilla el problema del movimiento de una
masa sujeta a un resorte elastico. Para ello se empleara el método de Euler.

2 Fundamento teérico

El anélisis tedrico de este problema se compone de dos partes. Por un lado, establecer las ecuaciones de
movimiento que gobiernan el sistema. Por otro, implementar esas ecuaciones en un ordenador para calcular
una solucién aproximada.

2.1 Ecuaciones de movimiento

Consideremos el problema de una particula unida a un resorte de constante k y longitud natural l.,. Si el
movimiento es rectilineo podemos escribir la ecuacién de movimiento combinando la 22 ley de Newton con
la ley de Hooke
ma = —k(l — leq) (t=0)=1 v(t=0) =1
Si definimos la elongacién = como la posicién relativa a la de equilibrio, x = | — o queda
d?%z
ma =m—5 = —kx x(t=0)==x v(t=0)=wv
Esta ecuacién diferencial puede descomponerse en dos ecuaciones de primer orden

dx dv k

— = — =——x z(t=0)==x v(t=0)=wv

dt it~ m (t=0)=20 (t=0) ="
La solucién general de este sistema es un movimiento arménico simple que en funcién de las condiciones
iniciales queda

v
x = g cos(wt) + —Osen(wt) = v = —wxgsen(wt) + v cos(wt)
w
siendo w la frecuencia angular del movimiento

k
w={/—
m

El movimiento arménico simple es periédico, siendo su periodo

2T m
T:—:2 —_—
w 7T\/k:

La fuerza elastica es una fuerza conservativa, lo que quiere decir que en este movimiento la energia mecanica
permanece constante
E = 1mv2 + lkxz = 1mv% + lkxg = cte.
2 2 2 2
Estas ecuaciones de movimiento pueden resolverse también de forma numérica. La forma mas simple de
abordarlo es mediante el método de Euler.



2.2 El método de Euler

Una solucién numérica de una ecuacién diferencial consiste en sustituir el conocimiento de las funciones
(z(t),v(t)) por una lista de valores (¢, 2, v,,) que nos da valores aproximados de la posicién y la velocidad
para los instantes ¢,,. Para un instante que no esté en la lista, se puede interpolar a partir de los que le rodean.

Para que un método numérico sea util, debe ser preciso, esto es, los valores numéricos deben ser lo mas
proximos posible a la solucién del problema. Al mismo tiempo, deben requerir el minimo tiempo de célculo
posible. Para conseguir un balance entre estas dos condiciones opuestas existe toda una serie de técnicas
numéricas.

Aqui planteamos como introduccién la mas sencilla de todas, conocida como método de Euler.

Comenzamos construyendo una lista de valores de tiempo, empleando un intervalo constante entre ellos
At, que se fija de antemano, de forma que los sucesivos instantes ocurren en

bng1 =ty + At

Ahora aplicamos que una derivada no es més que un cociente entre dos incrementos infinitesimales. Pode-
mos aproximar entonces la derivada por un cociente entre dos incrementos finitos

dr Az
dt At
En términos de la lista de valores numéricos, este cociente nos da la ecuacién
dx T —x
@, = I I
dt At

y despejando
Tptl = Ty + vy AL

Operando igualmente con la segunda ley de Newton obtenemos la relacion
Upntl = Un + an AT
donde

F, 1
ayp = — = —F(zy,vy)

m m
es la aceleracion calculada a partir la posicién y velocidad en el instante ¢,,.

Reuniendo las tres ecuaciones escribimos

topr = to+ AL
Tpe1l = Tp+ v, At
Upel = Up+ap At

que nos permiten ir construyendo la tabla de valores, empleando cada uno para hallar el siguiente.

Fisicamente, este método significa que si conocemos la posicién y la velocidad en un instante dado,
podemos hallar la fuerza que actia sobre la particula y por tanto la aceleracién que experimenta. Con la
aceleracién v la velocidad podemos calcular la velocidad y la posicién en un instante posterior. Ahora se
vuelve a calcular la fuerza y se repite el proceso.

El inconveniente del método de Euler es que es muy poco preciso. Las nuevas posicién y velocidad son
solo aproximadas, con un margen de error apreciable. Cuando ahora hallamos la aceleracién su valor no
es el correcto y las siguientes posicién y velocidad estdn aun mas alejados de sus valores reales, con lo que
podemos terminar muy lejos de donde deberiamos estar.

La solucién es hacer el intervalo de tiempo At lo mas corto posible, pero esto implica aumentar el nimero
de célculos, por lo que el costo se puede hacer prohibitivo en tiempo de célculo. Como resultado, el método
de Euler no se usa en la practica méas que como introduccién a otros métodos numéricos.

Aplicando las ecuaciones anteriores a nuestro problema concreto, quedan las relaciones

ts1 = tn+ At
Tpye1l = Tp+ v, At
Uptl = Up— Emn At



En lo que sigue veremos como se implementa este método empleando el programa Excel. Para ello seguire-
mos el siguiente esquema:

1.

Calcularemos la solucion exacta para diferentes valores de la masa sujeta al resorte.

. A continuacién aplicaremos el método de Euler para las mismas situaciones.

2
3.
4

Estableceremos la dependencia del periodo y de la amplitud de oscilacién con la masa de la particula.

. Chequearemos el error acumulado en el método de Euler a partir de la comparacién de la energia

mecdanica calculada con la exacta.

Procedimientos basicos en Excel

1. En Excel las celdas se identifican por una letra (la columna) y un nimero (la fila), por ejemplo, A2.

. En Excel el producto se expresa con

A las celdas se les puede dar nombre, pulsando sobre ella con el botén derecho del ratén y eligiendo
“Definir nombre...”

Las férmulas para hallar un valor se introducen comenzando la expresiéon con “=".

Cuando en una férmula se emplea el valor de otra celda, se puede escribir la notacién letra-nimero,
el nombre que se le haya asignado, o simplemente pinchar en la celda correspondiente, asi “=A3-B3”
resta los valores de las celdas A3 y B3.

. Cuando una celda con férmula se copia en otra distinta, las referencias se trasladan automaticamente.

Asi, por ejemplo, si en la celda C3 pone “=C1", cuando se copia y pega en la E6 pasa a poner “=E4”.

Para proteger una referencia al copiar y pegar, hay que usar el simbolo de délar. Asi si en C3 pone
“=$C1” al copiar en E6 pasa a poner “=$C4”. Si pone “=C$1” al copiar en E6 pasa a poner “=E$1”.
Y si pone “=$C$1” al copiar en E6 se mantiene el “=$C$1”.

sk” WA

, la potencia con . Hay una gran cantidad de funciones
disponibles (RAIZ para raiz cuadrada, COS para el coseno, SENO para el seno. . .).

3 Descripcion del instrumental

El material preciso para la realizacién de esta practica es:

e Un ordenador en el que se ha instalado el programa Excel

4 Realizacion de la practica

Nota: Para agilizar la realizacién de la practica, los dos procedimientos de célculo que siguen se haran en
paralelo.
En lo que sigue se supondra que todas las magnitudes se miden en las unidades del Sistema Internacional.

4.1

1.
2.

Solucion ideal
Iniciese la aplicacion Excel con una hoja en blanco.

En una de las primeras fila escribanse las etiquetas “k”, “m”, “t0”, “dt”, “x0”, “v0”, “w”.

. Debajo de ellas, anétense sus valores, que seran, en principio k =1, m = 5, tg = 0, dt = 0.01, g = 0,

Vo = 25.

. Procedemos a darle nombres a estas celdas. Los nombres serén, respectivamente “k”, “m”, “t0”, “dt”,

“XO” , “VO”



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

, ?

. Debajo de “w” escribase la férmula para la frecuencia angular =RATIZ (k/m) . Asignese el nombre “w

a esta celda.

. Dejando alguna fila blanca en medio, escribase en otra fila, a modo de cabeceras, “t”, “x(exacto)”,

“v(exacto)”, “E(exacto)”.

Justo debajo de la primera, cépiese el valor inicial del tiempo. Aprovechando los nombres, nos basta
con escribir “=t0" o poner “=" y pinchar en la celda que queremos copiar.

Ahora rellenamos los valores de la posicién y la velocidad para este instante. Se trata de, empleando
la notacién de Excel, escribir las férmulas

Ty = xgcos(wty,) + %sen(wtn) = vp, = —wxgsen(wty,) + vy cos(wty,)
Asi, por ejemplo, si la celda con el valor de t es la B5 serfa, para la posicién
=x0*COS (w*B5) +(v0/w) *SENO (w*B5)
En la columna de la energia escribase, en notacién de Excel

1 1
E, = §mv721 + §kx%

es decir, si la posicién y velocidad en ese instante estan en las celdas C5 y D5 serfa
=(1/2)*m*D5"2+(1/2) *k*C5"2

Con esto hemos calculado la posicion, la velocidad y la energia mecanica en ¢ = 0. ¢Coinciden con los
valores iniciales?

Escribimos ahora en la columna de tiempos, justo debajo del que ya teniamos, el valor anterior mas el
incremento dt (usando referencias, no a mano).

3 ” 3

Ahora en las columnas “‘x(exacto)”, “v(exacto)”, “E(exacto)” copiamos y pegamos lo que esta justo
encima. Asi se hallan la posicién y la velocidad en ¢t = 0.01 s.

Se copian y pegan estas tres celdas justo debajo de ellas. Asi debe aparecer la posicién y la velocidad
ent =0.02s.

Se repite el proceso hasta que el valor de x se pase de negativo a positivo (puede hacerse en bloque
muchas veces). Hacen falta del orden de 1500 filas para que esto ocurra.

Anote el valor del tiempo para el que ocurre este cambio de signo (témese el que esté mas cerca de
xz = 0). Este sera el periodo de la oscilacién.

Anote el valor de la energia en el instante en que se produce el cambio de signo.
Busque y anote el maximo valor de x. Este sera el valor de la amplitud. Bastan tres cifras decimales.

Para identificar este método, puede ser interesante darle color a estas columnas, usando las opciones de
formato de Excel. Empléese un color para la columna del tiempo, otro diferente para las dos columnas
x(exacto) y v(exacto) y otro para E(exacto).
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S

m t0 dt x0 v0 w
1 5 0 0.01 0 25 0.4472136
t x(exacto) v(exacto) E(exacto) [x(aprox) v(aprox) E(aprox)
0 0 25 1563 0 25 1562.5
0.01f 0.249999167 24.99975000 1563 0.25 25| 1562.53125
0.02 0.499993333 24.99900001 1563 0.5 24,9995| 1562.5625
0.03 0.7499775 24.99775003 1563 0.749995 24,9985| 1562.59375
0.04] 0.999946668 24.99600011 1563 0.99998| 24.99700001 1562.625

Figura 1: Aspecto de la hoja de Excel de la practica

4.2 Soluciéon numeérica

Se trata ahora de comprobar que el método de Euler da un resultado aproximado para este problema
1. Anadanse tres nuevas columnas a la tabla, con cabeceras “x(aprox.)”, “v(aprox)” v “E(aprox)”
2. Bajo las cabeceras, escribanse los valores de x0 y vO (mediante referencias).

3. En la fila inferior, en el formato de Excel deben escribirse las iteraciones
k
Tptl = Ty + vy AL Upi1 :Un_aant

4. Repitanse las iteraciones hasta que x cambie de signo (use copiar y pegar).

5. En la columna E(aprox) escribase, en el formato de Excel, la férmula

1 1
E, = Emvi + lei

6. Andtense los valores del periodo (tiempo donde x pasa de negativo a positivo), de la energia en ese
instante y de la amplitud (maximo valor de x).
4.3 Dependencia con la masa

1. Sin borrar lo escrito cAmbiese la masa m por un valor de 2 kg. Andtense los valores exactos y aproxi-
mados del periodo, la energia y la amplitud.

2. Repitase el célculo para m = 1Kkg, 0.5kg y 0.2 kg

5 Analisis de los datos

5.1 Dependencia del periodo
1. Represente los valores del periodo aproximado frente a la masa. ¢Es esta grafica una recta?

2. Teéricamente el periodo es proporcional a la raiz cuadrada de la masa

m 2T
T:27r\/j = T=a+bym a~0 b= —
k VEk

Calculese (v represéntese) la recta de mejor ajuste del periodo aproximado frente a la raiz cuadrada de
la masa.




. A partir de la recta anterior, halle la constante del resorte, con su error.

472
k:b—Q

¢Coincide con el valor de k fijado previamente?

Dependencia de la amplitud

1. Represente los valores de la amplitud exacta frente a la masa. Sobre esta misma gréfica represente los

5.3

valores aproximados de la amplitud frente a la masa.

Tedricamente el periodo es proporcional a la raiz cuadrada de la masa

A:vm/% = A=a+bym a~0 b:ﬂ

Calcllese (y represéntese) la recta de mejor ajuste de la amplitud aproximada frente a la raiz cuadrada
de la masa.

. A partir de la recta anterior y con el valor de k calculado en el apartado anterior, halle la velocidad

inicial.

Uozb\/E

¢Coincide con el valor de vO0 fijado previamente?

Errores del método de Euler

El método de Euler tiene errores acumulativos que se pueden poner de manifiesto en el calculo de la energia
mecanica. Esta cantidad, que deberia ser constante, se va incrementando gradualmente en el método apro-
ximado. Podemos estimar el error relativo cometido como

4.

exacto

E aprox

€ =
Eexacto

. Constriiyase una tabla del periodo de oscilacién frente a la energia exacta y la aproximada.

Calcule el error relativo en el valor de la energia para cada periodo.

El error relativo acumulado depende esencialmente del tamano relativo de cada paso. Calcule la
cantidad At/T para cada periodo.

Represente el error relativo frente a At/T'. Halle la recta de mejor ajuste entre estas dos cantidades.

6 Cuestiones relativas a la realizacion de esta practica

1.
2.

¢Qué aspecto tiene la grafica x(t) en este problema para la solucién exacta? ¢Y para la aproximada?

Si se quisiera que para m = 1kg el error en la energia fuera del 1% para un periodo, ¢qué intervalo
de tiempo dt habria que tomar? ¢Cuantos pasos deberian realizarse en ese caso? CY si se quiere que el
error sea del 0.1%?



